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本 书 涵 盖 了 形形色色 的 数学 题 ， 从 小 学 生 都 能 明白 的 简单 问题 ， 到 困 
扰 了 数学 家 350 余年 的 难题 。 
本 书 中 通过 语言 、 图 形 以 及 数学 公式 表达 主人 公 的 思路 。 
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过 ， 泰 条 拉 和 尤 里 会 跟 你 一 同 前 行 。 
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神 创造 了 整数 ， 除 此 之 外 的 数 都 是 由 人 创造 的 。 
一 一 克 罗 内 克 

















这 是 整数 的 世界 。 
我 们 数 数 。 数 铝 子 ， 数 星星 ， 玫 痢 指 头 数 离 放假 还 有 多 少 天 。 小 时 
被 家 长 命令 “好 好 地 把 肩膀 都 泡 进去 ”"， 只 好 

























































































候 泡 在 热乎 乎 的 澡 池 子 里 ， 
默默 忍受 着 ,然后 数 到 十 。 












































这 是 图 形 的 世界 。 



































我 们 画 画 。 用 圆规 画 圆 ， 用 三 角 尺 画 线 ， 被 不 经 意 中 画 出 的 正六 边 
加 的 夕阳 。 


引 了 一 跳 。 拖 着 人 鲍 跑 过 操场 ， 描 绘 出 漫长 的 直线 。 回 头 是 







































































河 



















































































见 了 三 角形 ， 明 天 见 。 





























这 是 数学 的 世界 。 
整数 是 由 神 创 造 的 ， 克 罗 内 克 如 是 说 。 些 达 哥 拉 斯 以 及 丢 番 图 把 整 


数 和 直角 三 角形 连接 在 一 起 。 费 马 则 更 加 别出心裁 ,他 的 一 句 玩 笑话 鞍 


























































































































































































































史上 最 大 的 谜 题 谁 都 知道 ， 但 谁 也 解 不 开 。 为 了 解 开 它 ， 必 有 








所 有 的 数学 知识 。 这 不 是 一 道 一 般 的 谜 题 ， 不 容 小 凯 。 
这 是 我 们 的 世界 。 
我 们 走 在 寻访 “真实 的 样子 " 的 旅途 上 。 失 沙 之 物 重见天日 ， 已 逝 之 

物 重 返 世间 。 我 们 承载 着 生命 和 时 间 的 重量 ， 经 历 着 如 此 的 消逝 和 发 现 ， 

死亡 和 重生 。 
























































































































































思考 成 长 的 含义 ， 追 漳 发 现 的 意义 。 
询问 孤独 的 含义 ， 获 悉 言 语 的 意义 。 

















记忆 中 总 有 一 条 错综复杂 的 小 路 ， 腊 膜 鹏 鹏 。 其 中 能 清晰 记 起 的 ， 









































































































































只 有 那 闪烁 的 银河 ， 温 暖 的 手心 ， 微 颜 的 嗓音 ， 以 及 栗色 的 发 丝 。 所 以 ， 
我 决定 从 那里 讲 起 。 
从 那个 ， 周 六 的 午后 
。 











同学 们 ， 有 人 说 它 像 一 条 大 河 ， 也 有 人 说 它 像 一 片 牛 奶 
流 消 后 留 下 的 痕迹 


一 一 这 和 白 茫 荡 的 一 片 完 竟 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 ? 
i 





1.1 银河 














“哥哥 ， 好 漂亮 啊 。” 尤 里 说 。 
“是 啊 。 数 不 清 有 多 少 颗 。” 我 回答 。 



























































尤 里 上 初 二 ,我 上 高 二 。 

她 管 我 叫 “哥哥 ”， 但 我 并 不 是 她 的 杀 哥 哥 。 

我 的 妈妈 和 无 里 的 妈妈 是 姐妹 俩 。 也 就 是 说 ， 我 是 他 的 表 哥 。 

她 住 在 我 家 附近 ， 比 我 小 三 岁 。 从 小 时 候 起 我 们 就 经 党 在 一 起 玩 责 。 

尤 里 很 仰 莫 我 ， 可 能 是 因为 我 跟 她 都 是 独生子 女 吧 。 
我 房间 里 堆 着 好 些 书 , 她 很 喜欢 那些 书 , 休息 日 总 是 泡 在 我 家 里 读书 。 
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儿童 出 版 社 2014 年 





QD《 银 河 铁道 之 夜 );， 官 泽 贤 治 ( 著 )， 周 龙 梅 ( 译 )， 少 稀 





























2 第 1 章 将 无 限 宇宙 尽 收 营 心 




















那天 也 是 如 此 。 我 们 一 起 看 星星 的 图 鉴 ， 大 本 的 图 鉴 上 满 是 照 
织女 星 、 午 郎 星 、 天 津 四 、 南 河 三 、 天 狼 星 、 参 宿 四 …… 星星 的 照 
说 起 来 不 过 是 发 光 点 的 集合 ， 仿 佛 存在 规律 性 ， 又 好 似 没 有 。 我 们 深 深 
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' 数 星星 的 人 ' 和 画 星 座 的 人 '。 哥 





“ 听 说 看 夜空 的 人 分 成 两 种 










































































“我 应 该 是 数 星星 的 那 种 吧 。” 











1.2 发 现 
































色 的 马尾 洲 ， 








注 
禄 











“哥哥 ， 高 中 学 习 难 吗 ?” 尤 里 一 边 问 ， 
























































“学 习 ? 没有 那么 难 。” 我 擦 着 眼镜 回答 。 
“但 是 ， 这 里 的 书 感觉 都 好 难 啊 。 


这 些 不 是 学 校 的 课本 ， 是 我 自己 感 兴趣 才 看 的 。 










































































































































































“因为 自己 喜欢 的 书 都 是 拿 来 挑战 自己 理解 极限 的 嘛 。 
“一 如 既往 , 好 多 数学 书 啊 ……” 尤 里 踏 着 脚 ， 望 着 高 大 书架 上 的 图 书 ， 
努力 想 看 清 书 湖 。 紧 腿 蓝 色 牛 仔裤 很 配 她 那 苗 条 的 身材 。 
“ 尤 里 你 讨厌 数学 吗 ?” 
“数学 ? ”无 里 回 过 头 ,“ 咽 …… 说 不 上 喜欢 ， 也 不 讨厌 。 哥 哥 你 应 该 




















































































































































































































是 一 一 喜欢 的 吧 ?” 


“ 嗯 ， 我 喜欢 数学 。 学 校 放 学 后 ， 我 也 会 在 图 书 室 里 研究 数学 。” 





































































































府 ?” 
名 


书 室 在 学 校 尽 头 ， 冬 暖 夏 凉 。 我 超 喜欢 医 


入 
| 
中 























1.3 找 不 同 3 






































上 喜欢 的 书 ， 基 本 上 都 是 数学 书 ， 还 带 着 笔记 本 和 自动 铅笔 ,在 那 写 数 
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学 公式 ， 然 后 思考 。 


“ 认 ? 写 数学 公式 ? 而 且 不 是 作业 ?” 











































































































“ 咽 。 作 业 我 课 间 休息 的 时 候 就 写 完了 , 放学 后 就 开始 氛 弄 数学 公式 。” 
“那样 ……: 心 吗 ?” 
“有 时 候 也 会 画图 ， 侦 尔 会 发 现 一 些 美丽 的 东西 。” 









































认 ? 自己 写 笔 记 还 会 发 现 美丽 的 东西 ?” 

“ 喝 ， 对 啊 ， 我 自己 都 想不到 。 

上 里 也 想 让 哥哥 教 给 人 家 噶 ~~” 

我 这 表妹 ， 撒 娇 的 时 候 不 知 怎 的 会 学 猫 说 话 。 
“好 啊 ， 现 在 就 来 试 试看 吧 。” 
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1.3 ” 找 不 同 






































我 把 笔记 本 在 桌子 上 挫 开 ， 冲 尤 里 招手 。 她 拖 着 椅子 轻 轻 坐 在 我 左边 。 
瞬间 蒜 来 一 股 洗 发 水 的 香气 。 尤 里 从 胸 记 ! 取 出 一 副 树 脂 边框 的 眼镜 戴 上 。 

“ 喇 ? 这 是 哥哥 写 的 ?” 

尤 里 探 着 头 ， 惊 讶 地 看 着 笔记 本 。 是 米尔 嘉 的 笔迹 。 
“ 呢 ， 这 是 哥哥 的 朋友 写 的 。 
“ 译 ， 字 好 漂亮 ， 简 直 跟 女生 
本 来 就 是 女生 写 的 嘛 。 我 心 想 。 
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[oe] 



































哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


101 321 | 681 
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“哥哥 ， 这 是 什么 题 ?” 
“这 个 题 叫 作 找 不 同 。 这 里 有 六 个 数 对 吧 ? 101, 321, 681,991,450， 还 有 
811。 在 这 些 数 字 中 间 , 只 有 一 个 与 别 的 数字 “不 同 '。 我 们 就 是 要 找 出 这 个 数 。” 
“很 简单 啊 ，450 对 吧 ?” 
“ 嗯 ， 正 确 。 不 同 的 是 450。 为 什么 呢 ? 
“只 有 450 不 是 以 数字 1 结尾 ， 其 他 五 个 数字 都 是 以 1 结尾 的 。 


“ 没 错 …… 那 么 ， 你 能 答对 下 一 道 题 吗 ? 这 也 是 我 朋友 出 的 题 。 
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哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


11 31 | 41 
51 61 | 71 











“ 训 ? 全 部 都 以 1 结尾 啊 。” 


“ 咖 ， 这 一 题 跟 上 一 题 的 规则 不 一 样 ， 





























道 题 数 字 间 的 不 同 之 处 都 是 
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“我 不 知道 。 哥 哥 你 知道 吗 ?” 
“ 嗯 ， 很 明显 啊 ，51 是 不 同 的 。” 
“ 族 ? 为 什么 ?” 
“只 有 51 不 是 质数 。 因 为 51 = 3 x 17 可 以 分 解 质 因数 ， 所 以 51 是 
合 数 ， 而 其 他 都 是 质数 。” 

“这 我 怎么 可 能 知道 嘛 ! ” 


“ 那 看 看 下 道 题 如 何 ? ” 
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哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 
100 





1.3 找 不 同 5 




















“ 咽 …… 哥 哥 ,， 是 256 吧 ? 其 他 数字 中 都 有 两 个 连续 相同 的 数 。100 
的 00，225 的 22，288 的 88…… 对 吧 ?” 
“但 是 121 不 连续 啊 ?” 
“I 和 两 个 1 相同 ， 所 以 也 算是 啦 。” 
“ 那 361 又 怎么 算 呢 ? ” 






























































































































































“这 道 题 里 ,不同 的 是 288。” 
“为 什么 为 什么 ?” 
“只 有 288 不 是 平方 数 。 也 就 是 说 ， 只 有 288 不 能 变 成 某 个 整数 的 平 




















方 的 形式 。 





100 = 10? 225 = 152 121 = 112? 
256 二 16? 288 二 172? 一 1 361 = 19? 























[ay 


“我 说 哥哥， 我 能 知道 这 个 才 怪 呢 。” 
“ 那 下 面 这 道 题 如 何 ? 哥 哥 我 可 是 化 了 一 整 天 才 解 开 这 道 题 的 。” 
















































































哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 
239 | 251 | 257 
263 | 271 | 283 




















“你 能 想 一 整 天 ? 太 吓 人 了 。 尤 里 说 。 
这 时 ， 我 妈 拿 来 了 可 可 。 
“ 啊 ， 不 好 意思 ， 谢 谢 您 。 


“ 脚 不 要 紧 吧 ? ”我 妈 问 尤 里 。 
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“她 脚 怎 么 了 ? ”我 问 道 。 


“脚跟 附近 偶尔 会 非常 痛 。 尤 里 说 。 
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“是 不 是 生长 痛 阿 oy 
“没关系 ， 我 下 周 去 医 
“是 吗 ? 话说 回来 ， 这 房 里 要 是 多 放 一 些 尤 里 喜欢 看 的 书 就 好 了 。” 
我 妈 看 了 一 圈 我 的 书架 说 道 。 
“没事 ， 我 喜欢 哥哥 的 书架 。 啊 ， 这 可 可 超级 好 喝 的 !” 
“喜欢 就 好 ， 留 下 一 起 吃 晚饭 吧 。” 
“好 ! 不 好 意思 总 麻烦 您 。” 
“ 想 吃 什么 ?” 我 妈 来 回 看 着 我 俩 。 
“这 个 嘛 ， 健 康 点 的 就 好 。” 
“不 过 ， 要 
“不 过 ， 要 洋气 的 ! ” 尤 里 效 着 笑 。 
“不 过 ， 要 有 日 本 情调 的 ! ”我 也 笑 了 。 
“ 喂 ， 孩 子 们 …… 尔 们 以 为 妈妈 是 神仙 吗 。 好 ， 那 我 就 试 试 满 足 你 们 
这 超级 具体 又 一 如 既往 的 愿望 吧 。” 
我 妈 说 着 走出 了 房间 ， 我 们 鼓掌 目送 她 。 
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1.4 时 钟 巡 回 




















“ 别 猜 亦 题 了 啦 ， 之 前 说 的 “美丽 的 发 现 ” 是 怎么 回 事 啊 ? ” 
“那么 我 们 就 来 谈 谈 时 钟 巡回 吧 。 





















































[3 咽 。 99 
“ 像 这 样 ， 画 个 圆 。 圆 你 知道 吧 。” 
[3 当 然 ! 99 





















































画 个 圆 , 把 它 看 成 时 钟 。 从 12 点 的 地 方 开 始 , 每 隔 两 个 空 连 一 条 线 。 
也 就 是 先 从 12 到 2 画 一 条 线 ， 然 后 再 从 2 到 4 画 一 条 线 ， 接 着 从 4 到 6， 









































从 6 到 8…… 明 
“当然 明白 。 
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吗 ? 99 




















E 会 怎么 样 ? 37 











“会 回 到 12， 



































成 一 个 六 























本 





边 形 。 
妈 











。 把 偶数 连 








“对 。 





啊 ， 尤 里， 你 还 久 
你 从 刚才 各 








“ 喂 ， 哥 哥 ! 








起 来 ， 跳 过 奇数 对 吧 。 





12 


成 一 个 六 边 形 。 将 2, 4, 6, 8, 10, 12 连 起 习 


1.4 时 
































钟 巡回 























隔 两 个 空 连 一 条 线 





























[道奇 偶数 啊 ! ” 





























eon 我 当 策 蛋 ?” 





生气 地 喜 起 脸 闫 。 
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“ 没 








次 我 们 每 隔 3 个 空 连 一 条 线 ， 就 是 3, 6, 9， 然 后 


没 在 
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那 我 们 再 画 一 个 时 钟 。 刚 才 是 每 


阳 两 个 空 连 

















到 12。” 











-一 和 尔 人 外 


有 可、 二 


， 这 
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“哥哥 ， 这 次 形成 了 区 形 呢 。 
“然后 我 们 将 级 数 设 为 4。” 

“级 数 ?” 

巴 “每 隔 4 个 空 ' 称 为 “级 数 为 4, 。 级 数 为 4 时 ， 就 连 上 了 4、8 以 
































每 隔 4 个 空 连 一 条 线 ( 级 数 为 4) 








1.4 ”时 钟 巡回 9 














“形成 了 三 角形 。” 

“那么 ， 再 往 下 看 。 这 次 我 们 每 隔 5 个 空 连 一 条 线 ， 也 就 是 说 一 一 ” 
“也 就 是 说 ， 级 数 为 5 对 吧 。” 
“对 。 这 次 就 好 玩 了 ! 5,10,3, 8,1,6,11,4,9,2,7， 然 后 回 到 12。” 
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人 八 A 人 


AY 

















“ 哇 ! 好 好 玩 ， 转 得 好 漂亮 啊 !” 
是 吧 。 尤 里 你 刚刚 说 的 “ 转 得 好 漂亮 '"， 是 说 “把 所 有 数字 都 连 上 了 ” 

























































































“ 虽 ， 对 。 绕 一 周 后 没有 刚好 回 到 12， 而 是 错过 去 了 。 每 绕 一 圈 就 
继续 向 下 错位 ， 最 后 终于 回 到 12。 结 果 线 通过 了 所 有 的 数字 。” 

“ 没 错 。 我 们 把 时 钟表 盘 上 所 有 的 数 都 绕 一 遍 的 现象 称 为 完全 巡回 。 
级 数 是 5 的 话 ， 就 能 完全 巡回 。 

“我 明白 了 。” 

“ 接 下 来 级 数 是 6。” 
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每 隔 6 个 空 连 一 条 线 ( 级 数 为 6 ) 

















“级 数 为 6 现役 车 轧 ] » 人 E 6 和 12 阿 。” 
嘟 这 次 换 尤 里 画 画 看 。 哥 哥 看 着 你 画 。 

































































































































































“ 虽 ， 知 道 了 ， 我 试 试 看 。 咽 ……: 级 数 是 7 对 吧 。 从 12 开始 ， 沿 顺 
时 针 方 向 , 每 隔 7 个 空 连 线 。 首 先是 7， 然后 是 …… 2 吧 。2 之 后 是 9……: 




















9, 4, 11, 6,1,8,3,10,5,12。 啊 ， 完 美 地 绕 遍 了 所 有 数字 。 完 全 巡回 !” 




















DPS 


[> 





每 隔 7 个 空 连 一 条 线 ( 级 数 为 7) 








1.4 





有 没有 发 现 什 么 ?” 
“随便 什么 都 行 。” 
尤 里 看 着 图 陷入 了 深思 。 


我 从 侧面 看 着 她 那 认真 的 样子 。 栗 色 头 发 束 在 脑 后 ， 























































































































时 钟 巡 回 11 









































脸 专注 的 初 


























二 学 生 ， 有 眼镜 与 她 的 气质 很 是 相称 。 
| 辕 …… 不 知道 。” 
“我 们 把 刚刚 级 数 5 和 级 数 7 的 图 放 在 一 起 看 看 。” 

























































































11 1 11 . 
10 2 10 2 
9 3 9 3 
8 4 8 4 
7 0 8 7 6 5 
级 数 5 和 级 数 7 
“ 嗯 ? 啊 ， 顺 序 相反 ! 叮 …… 每 隔 7 个 空 顺 时 针 连 线 的 效果 ， 刚 好 跟 























每 隔 5 个 空 逆 时针 连 线 的 效果 一 样 。 
“对 。 那 这 次 我 们 把 级 数 换 成 8……” 


















































“ 啊 ， 不 行 不 行 ， 哥 哥 ! 不 准 你 画 ! 我 来 画 ! 这 次 是 跟 级 数 4 的 效果 


R 











一 样 1” 








级 数 4 和 级 数 8 
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“就 是 这 样 。” 


“ 剩 下 的 都 交 给 我 来 画 ! ” 








12 





级 数 3 和 级 数 9 




















“好 有 意思 啊 。 

“把 级 数 1 和 级 数 11 也 画 出 来 啊 ， 尤 里 。 
“ 啊 ， 对 …… 级 数 1 的 话 不 用 空 过 去 直接 连 就 好 了 。 这 也 算 完 4 
巡回 吗 ?” 

























































































于 














级 数 1 和 级 数 11 






























































































































































































































































1.5 “完全 巡回 的 条 件 13 
“级 数 为 6 时 ， 说 起 来 就 是 跟 自己 配 成 一 对 哦 ， 尤 里 。” 
12 12 
6 6 
级 数 6 和 级 数 6 
“全 部 都 组 成 了 一 对 呢 。 咽 …… 自 己 动手 画 居 然 能 有 新 发 现 。” 尤 里 说 。 
“ 倒 不 如 说 ， 只 有 自己 动手 画 才 能 有 新 发 现 。” 
1.5 “完全 巡回 的 条 件 
“哥哥 平常 就 在 图 书 室 干 这 些 事 吗 ? ” 
“ 咽 。 哥 哥 我 呀 ， 就 喜欢 这 种 游戏 。 玩 时 钟 巡 回 大 概 是 初中 时 候 的 事 
了 。 那 时 候 我 在 笔记 本 上 画 了 好 多 这 样 的 图 形 。 
“我 说 哥哥 ， 这 图 形 有 什么 秘密 吗 ?” 
“ 狐 似 是 有 什么 规律 。” 
“ 咽 1 确 沁 1 7” 
“比如 说 ， 什 么 时 候 能 实现 “完全 巡回 呢 ?” 
“ 嗯 ， 级 数 是 1, 5, 7, 11 的 时 候 ?” 
“是 这 样 没 错 。 咽 …… 先 在 这 里 总 结 一 下 吧 。 
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， 可 实现 完全 巡回 的 级 数 总 结 
若 级 数 为 1, 5, 7, 11 ， 可 完全 巡回 。 





I 





























若 级 数 为 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10， 无 法 完全 巡回 。 




















这 不 是 明摆着 的 事 吗 ?” 

“就 算是 明摆着 的 事 ， 最 好 也 要 认真 总 结 下 来 哦 ， 万 里。 总 结 出 具体 
例子 ， 看 级 数 是 哪些 数 时 可 以 实现 完全 巡回 ， 然 后 据 此 找 出 级 数 的 规律 。 
“从 具体 例子 中 引出 规律 ' 称 为 归纳 。 为 了 进行 归纳 ， 要 更 认真 地 思考 。 
你 认为 形成 完全 巡回 的 规律 是 什么 ?” 
































































































































































































































问题 1-1 (完全 巡回 的 规律 ) 
级 数 具 备 何 种 性 质 时 ， 可 实现 完全 巡回 ? 



























































“我 不 太 明 白 呢 …… 话 说 回来 ， 感 说 训 





























光 像 人 家 在 跟 村 可 一 起 研究 呢 。” 
“ 尤 里 ， 不 是 就 像 在 一 起 研究 ， 市 是 正在 一 起 研究 哦 。 虽 然 问 题 本 身 
很 不 起 眼 。” 
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1.6 巡回 哪里 15 














1.6 ”这 回 哪里 























“我 们 试 着 把 能 巡回 的 数字 按 级 数 归 纳 到 表 里 ， 不 分 先后 顺序 。” 

















1|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
2|2 4 6 8 10 12 

313 6 9 12 

414 8 12 

511 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
616 12 

7|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
814 8 12 

913 6 9 12 

10|2 4 6 8 10 12 

ll1|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 











“怎么 看 这 张 表 呢 ?” 

“最 左 侧 那 列 ， 坚 着 排列 的 1~ 11 是 级 数 。 然 后 将 与 级 数 对 应 的 巡回 
的 数字 从 小 到 大 排列 ， 就 是 右边 横着 排列 的 那些 数字 。 打 比方 说 ， 级 数 
为 3 时 ， 就 能 巡回 3, 6, 9, 12 这 四 个 数字 ， 就 是 刚才 我 们 画图 时 用 线 连 起 
来 的 数字 。 从 这 张 表 中 你 能 看 出 些 什么 吗 ?” 

“什么 

“ 呢 …… 我 说 不 好 。” 

“这 可 不 行 。 得 把 想到 的 都 好 好 表达 清楚 。” 

“那个 ， 我 感觉 巡回 的 数字 就 是 ‘巡回 的 数字 中 最 小 的 那个 数字 ”的 
音 数 。 

“ 哦 ?比如 说 ?” 

“比如 说 ， 从 上 面 数 第 二 行 ，2, 4, 6, 8, 10, 12 全 都 是 2 的 倍数 。 然 后 
刚才 哥哥 你 说 的 从 上 面 数 第 三 行 的 3, 6, 9, 12 全 都 是 3 的 倍数 ， 对 吧 。 所 










































































































































































二 田 9? 
意 局 ? 
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以 右边 最 左 端的 数字 是 1 的 话 , 就 可 以 转 一 周 。 就 是 完全 巡回 。 举 个 例子 ， 
级 数 为 1,5,7,11 时 ， 对 应 那 一 行 就 把 1~ 12 所 有 数字 都 集 齐 了 。 因 为 
每 个 自然 数 都 是 1 的 倍数 1!” 

“原来 如 此 ! 确实 是 这 样 。 我 们 把 1, 5,7, 11 这 四 行 单独 拿 出 来 看 看 吧 。” 
















































































































































































1|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
5I|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
7|I1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
11|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


“对 吧 对 吧 ?” 

“ 没 错 。 能 实现 完全 巡回 的 级 数 那 行 肯定 包含 1， 而 且 不 能 实现 完全 
巡回 的 级 数 那 行 是 不 包含 1 的 ……” 

“ 嗯 嗯 。 这 样 问 题 1-1 (完全 巡回 的 规律 ) 就 有 答案 了 呢 。 

“不 不 ， 还 没有 。 问 题 要 求 的 是 级 数 的 性 质 ， 所 以 必须 说 出 巡回 的 数 
部 中 包含 1 的 都 有 哪些 级 数 。 

“什么 意思 啊 ， 哥 哥 ?” 
“我 们 把 “巡回 的 数字 中 最 小 的 那个 数字 ” 称 为 最 小 巡回 数 。 刚 才 你 















































































































































































































































会 





发 现 “ 最 小 巡回 数 ” 等 于 1 的 话 就 可 以 实现 完全 巡回 对 吧 。” 











“是 这 样 呢 。 
“问题 是 可 以 从 “级 数 ' 计算 “最 小 巡回 数 " 吗 ? 我 们 试 着 总 结 之 前 
究 的 内 容 ， 把 从 “级 数 ' 到 “最 小 巡回 数 ' 的 对 应 关系 写 出 来 ， 看 看 能 不 










































































能 找 出 “最 小 巡回 数 ” 的 计算 方法 。” 








“级 数 ” 一 “最 小 巡回 数 ” 
J = .1 
2 一 > 了 2 
3 = > 3 


hn 五 








‘ 











11111111 


10 
11 





DD 


站 
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和 人 家 看 不 出 来 。 刚 开始 是 1, 2, 3, 4, 怎么 突然 又 回 到 1 了 呢 。” 


8 给 你 个 提示 。 时 钟 的 

















12 这 个 数字 想 想 看 。” 








“表盘 数字 的 个 数 " 和 “级 数 ” 


12 币 
12 币 
12 和 有 
12 和 有 
12 币 
12 币 
12 秆 
12 和 有 
12 币 


Fs bE = Tl "il Ee 


Tl 








El 


‘OO om OD oO -~ 


12 和 10 
12 和 11 























痊 马 尾 疼 ， 想 了 一 了 




















[oy 














6 中 因 
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J | 


表盘 数字 的 个 数 ” 


“最 小 这 


一 -~ 









































共有 12 个 对 吧 。 结 合 














可 
兴 














倍数 ? 感觉 左边 的 数字 好 像 是 7 


生 边 的 数字 的 倍数 。” 





“比如 从 下 往 上 数 第 四 个 ,左边 是 12 和 8， 右边 是 4 对 吧 。12 和 8 
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都 是 4 的 倍数 !” 














“原来 如 此 ， 确 实 是 这 样 …. 

















“ 啊 ， 这 个 我 在 学 校 学 过 。 这 个 叫 公 倍数 ， 不 不 ， 搞 反 了 ,是 公约 数 。 






































右 侧 的 “最 小 巡回 数 ” 是 左 侧 两 个 数字 的 约 数 


























因为 是 两 个 数字 的 约 数 











所 以 是 公约 数 ! 12 和 “级 数 ” 
的 公约 数 就 是 “最 小 巡回 数 "! ” 








6 










































































“最 大 公约 数 为 1 的 时 候 。 





数 为 1 的 时 候 能 实现 完全 巡回 。 




















“对 ， 回 答 完 全 正确 ! 7” 


“万 岁 1 97 























解答 1-1 (完全 巡回 的 规律 ) 





“表盘 数字 的 个 数 ” 与 “级 数 "的 最 大 公约 数 等 于 1 时， 可 实现 时 钟 


的 完全 巡回 。 














也 就 是 : 表 量 数字 的 个 数 , 与 “级 数 ' 



































去 








“总 之 就 是 “ 互 质 ” 时 可 以 实现 完 

















“可 质 ? 什么 意思 ?” 


“就 是 “最 大 公约 数 为 1 。” 




















真 厉害 ! 可 异 有 点 遗憾 ， 不 只 是 公约 数 这 么 简单 哦 。” 
“ 训 ? 啊 ， 对 了 ， 是 最 大 公约 数 ! 


“ 没 错 。 那 什么 情况 下 能 实现 时 








Po” 


E? 





与 “级 数 " 的 最 大 公约 


























自然 数 a 和 ”的 最 大 公约 数 等 于 1。 
比 时 我 们 将 a 与 5 的 关系 称 为 互 质 。 
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“ 打 个 比方 ，12 和 7 的 最 大 公约 数 等 于 1， 所 以 12 和 7 是 互 质 的 。 





j 12 和 8 的 最 大 公约 数 等 于 4， 所 以 12 和 8 不 互 质 。 用 互 质 可 以 这 样 





















































描述 完全 巡回 : 
钟 的 完全 巡回 。” 


























只 有 “表盘 数字 的 个 数 " 与 “级 数 ” 互 质 时 ， 才 能 实现 时 


解答 1-1a (完全 巡回 的 规律 ) 
































ve 
Ea 























“ 尤 里 在 








只 有 “表盘 数字 的 个 数 " 与 “级 数 ' 互 质 时 ,才能 实现 时 钟 的 完全 


互 质 啊 。 
种 打破 砂锅 问 到 底 的 精神 ， 真 了 不 起 啊 。 刚 才 我 列表 的 时 












































候 , 你 也 问 我 该 怎么 去 
































来 着 。 不 太 明 白 的 时 候 就 有 必要 打破 砂锅 问 到 底 。 
























































尤 里 就 是 这 种 “打破 砂锅 问 到 底 的 人 ” 呢 。” 























笨 嘛 ， 好 























多 东 3 都 不 懂 。 ” 












































“ 尤 里 才 不 笨 呢 , 勇 ] 





























承认 “不 懂 ” 是 正确 的 , 邹 


洪 
pal 











是 那些 捞 着 不 懂 “ 友 








Wh 


























合 哈 …… 只 有 哥哥 你 才 会 表扬 我 的 “不 懂 '。 不 过 ， 能 受到 表 娘 好 
开心 噶 ~” 

表 娘 ? 

不 要 在 意 细节 ! 人 家 不 好 意思 嘛 ， 你 就 别 吐槽 了 啦 ~” 


















































1.7 超越 人 类 的 极限 


“哥哥 ， 


这 个 时 钟 巡 


回 也 是 数学 吗 ?” 








“是 啊 ， 我 认为 是 标准 的 数学 。” 
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尽 收 掌心 






































不 过 还 是 更 像 玩 游戏 。 这 是 数学 吗 ? 数学 是 什么 ?” 


‘不 过 怎 么 说 呢 a 









































画 个 时 钟 ， 咕 噜 咕噜 转 ， 列 个 表 …… 很 有 意思 ， 























“数学 是 什么 ? 


这 一 句 话 是 说 不 清 的 。 不 过 ， 调 查 数 字 的 性 质 应 











该 是 数学 重要 的 活动 之 一 ， 归 在 数论 这 个 领域 。 就 像 刚 刚 咱们 两 个 那样 ， 










































































画 画图 ， 列 列表 ， 推 测 推测 数字 的 性 质 ， 找 出 其 中 的 规律 。 这 确实 很 有 





























游戏 的 味道 ,不 过 办 







































































根 结 底 还 是 数学 。 一 般 规律 不 可 能 一 眼 就 看 出 来 ， 







































































而 是 要 通过 分 析 具 体 的 事例 来 导出 ， 这 个 过 程 就 是 归纳 。 其 口号 就 是 从 





























特殊 到 一 般 。” 














i 是 这 样 吗 ?” 








“这 么 说 吧 ， 表 盘 数 字 的 个 数 一 般 有 12 个 对 吧 。12 个 数 很 少 ， 










































































级 数 一 个 个 去 试 ， 自 己 训 























有 100 个 数字 怎么 办 ? 虽 


Dl 














i 能 亲眼 见证 能 不 能 实现 完全 巡回 。 但 是 要 是 


然 这 时 候 已 经 算 不 上 时 钟 了 。 要 是 有 1000 个 ， 


















































尼 ? 





时 候 ， 级 数 是 多 少 才能 实现 完全 巡回 呢 ?” 





100 000 000 个 数字 














“那么 多 想 试 都 试 不 了 。” 












































“对 ， 我 们 没有 办 法 
的 个 数 ' 和 “级 数 ' 的 最 大 公约 数 ， 就 知道 能 否 转 饥 





当下 和 志 肯 钵 裤 
只 要 求 出 “表盘 数字 
































际 去 试 。 不 过 啊 ， 就 算 不 能 靠 画 图 实际 确认 ， 










































































所 有 数字 。 即 使 自己 不 去 尝试 ， 世 界 上 谁 都 不 去 实际 尝试 ,我们 也 能 知 






























































道 答案 。 这 就 是 数学 的 力量 。” 
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“看 穿 问 题 中 隐藏 的 规律 ， 我 们 甚至 能 洞察 自己 无 法 到 达 的 未 来 ， 以 












































“数学 连 无 限 都 可 以 处 理 。 既 可 以 将 无 限时 光 折 外， 放 入 信封 ,也 可 



































令 其 高 歌 。 这 就 是 数学 的 乐趣 所 在 。 





心 ， 





























及 世界 的 尽头 。” 
“和 看穿 规律 ……: 光 
以 将 无 限 宇宙 尽 收 掌 
“ 嘱 …… 了 











由 
改 
一 
HH 
可 
下 
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4 哦 。" 我 说 。 
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“数学 是 很 历 害 ， 但 是 哥哥 你 能 这 么 热情 地 聊 数学 就 更 历 害 了 ! 比 学 
校 的 老师 还 有 热情 ! 人 家 都 吓 了 一 跳 哎 ……” 尤 里 报 嘴 笑 着 说 , “哥哥 你 
干脆 将 来 当 老师 吧 ， 你 也 很 会 教 人 。 要 是 哥哥 来 当 我 的 老师 ， 人 家 成 绩 
肯定 会 突飞猛进 的 。” 
“但 是 等 我 当 上 老师 的 时 候 ， 尤 里 你 都 已 经 毕业 了 啊 。” 




























































































































































































































































































尤 里 摘 下 眼镜 ， 慢 您 您 地 放 回 胸 前 口袋 ， 咯 带 几 分 扎 提 地 摆弄 着 头发 。 
不 一 会 儿 ， 她 突然 换 了 个 话题 。 
“我 说 ,' 哥 哥 ' 这 个 称呼 ， 是 不 是 太 孩 子 气 了 呢 。” 
“没有 啊 ， 你 喜欢 怎么 叫 就 怎么 叫 。” 
“ 唱 ， 也 对 ! 我 说 …… 哥 哥 。” 









































































































































“你 知道 人 家 现在 在 想 什么 吗 ?” 

我 看 着 尤 里 ， 尤 里 看 着 我 。 她 把 手背 在 脑 后 ， 捏 着 马尾 办 ， 上 下 喇 
噶 哟 哄 地 摇 着 ， 好 像 小 马 的 尾巴 。 虽 然 发 色 是 栗色 ， 但 随 着 光影 变幻 时 
而 会 闪烁 出 金色 的 光芒 。 
“在 想 什 么 ? ”我 问 道 。 
“ 咖 …… 算 了 ， 不 告诉 你 哮 。 


尤 里 笑 着 冲 我 露出 两 颗 小 
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1.8 究竟 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 





“对 了 ， 哥 可 之 前 花 了 一 天 琢 























答案 呢 。” 尤 里 说 。 





哪个 数字 不 同 于 其 他 数字 ? 


239 





麻 的 那个 找 不 同 的 谜 题 ， 你 还 没 告诉 我 

















“型 明白 了 其 实 很 





简 






































是 质数 。 质 数 中 只 有 2 




















是 说 ， 将 它们 除 以 2 都 会 余 1。 
“这 个 嘛 ， 确 实 如 此 。” 












































“那么 ,不 去 想 “ 除 以 2 的 余数 





列 成 表 就 是 下 面 这 样 。” 














239 二 4 x 591 
263 二 4 x 651 











“ 府 ?” 有 什么 不 一 样 的 吗 ?” 




















单 的 。239, 251, 257, 263, 271, 283 这 六 个 数 都 











， 换 个 角 


HF3 251==4x 62+3 





HF3 271=4x 67+3 








“六 个 数 中 








































































































数 " 。 奇 数 和 偶数 用 除 








年 257 除 以 4 余数 为 1。 剩 下 的 五 个 数 除 以 4 余数 都 











是 偶数 ， 所 以 这 六 个 数理 所 当然 都 是 奇数 。 也 就 














度 想 想 “ 除 以 4 的 余数 ’。 














257 = 二 4x 64+1 





283= 二 4 x70+3 


Pa /| 





“ 啊 …… 是 这 样 没 错 。 但 是 哥哥 ， 这 平常 根本 不 会 注意 到 啊 。 不 觉 


， 就 应 该 马上 想到 “ 它 是 奇数 还 是 侦 
























































2 
j 除 以 4 的 余数 分 类 这 个 方法 也 跟 它 很 像 。 











eh 























四 数 余数 为 0， 奇 数 余数 为 1。 











办 为 奇数 除 以 4 余数 不 是 1 
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就 是 3。 哥哥 我 化 了 一 天 才 注意 到 “用 除 以 4 的 余数 来 分 类 ” 这 件 事 。 为 
这 事 儿 我 肠子 都 悔 青 了 。” 
“哥哥 你 真是 喜欢 数学 啊 ! 总 觉得 听 哥 哥 讲 话 好 有 意思 啊 ! 人 家 想 知 
道 什 么 ， 哥 哥 就 会 马上 告诉 我 。 人 家 稍微 提 一 句 ， 哥 哥 就 会 告诉 我 像 时 
钟 巡回 这 么 有 意思 的 事 ， 还 会 热情 地 跟 我 说 关于 数学 的 事 …… 人 家 好 想 
从 哥哥 那 学 更 多 东西 啊 …… 对 了 ! 不 当 学 校 老师 也 可 以 的 ， 只 要 当 人 家 
的 专属 老师 就 好 了 ! ” 
“请 别人 教 是 一 方面 , 但 是 自己 思考 也 很 重要 。 即 便 是 理所当然 的 事 
也 要 想 一 想 是 不 是 果真 如 此 ， 这 种 怀疑 的 态度 是 非常 重要 的 。” 
“简直 就 跟 “ 猫 老师 "一样 呢 。 
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“ 猫 老师 ?” 
“爸爸 那 有 部 老 动画 , 猫 老师 是 那里 面 的 角色 。 咽 …… 它 是 这 么 说 的 。 
同学 们 



































































































































“ 叫 。 说 的 是 银河 。 虽 然 人 们 叫 它 “ 河 ”， 但 并 不 是 一 条 河 ， 它 其 仿 
是 由 小 星星 汇聚 而 成 的 。 猫 老师 其 实 是 想 让 同学 们 去 看 它 真 实 的 样子 。 

jn 上 来 。 可 是 啊 ， 其 实 猫 老 师 自 己 也 不 知 
道 银 河 真正 真实 的 样子 。 那 之 后 ， 焦 班 尼 坐 着 银河 铁道 列车 体验 了 银 





































































































































































































































































































“ 宫 泽 贤 治 的 那 部 作品 ?” 

“对 对 ， 就 是 那个 《银河 铁道 之 夜 思 ” 

一 究竟 是 什么 东西 , 你们 知道 吗 "一 一 这 真是 个 好 问题 。 这 是 在 问 “ 真 
实 的 样子 ' 啊 …… » 
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这 时 ， 厨 








让 
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法 



























































子 咖 吗 饭 !” 

















“孩子 们 ， 





高 斯 走 过 的 路 即 数学 的 前 进 之 路 。 
这 条 路 具有 归纳 性 。 


从 特殊 到 一 般 ! 此 乃 标 语 。 


高 木 贞 治国 





~ 
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勾 股 定理 























这 时 ， 柯 贝 内 拉 拿 出 一 张 圆 盘 板 一 样 的 地 图 ， 不 
停 地 转动 着 查看 。 那 上 面 真有 一 条 铁路 线 沿 着 白 蒙 蒙 
的 天 河 左岸 ， 通 向 正 南 方 。 





宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 
































































































































































































































2.1 泰和 拉 

“ 咖 ?” 

“ 啊 …… 抱 …… 抱 歉 吓 着 你 了 。” 泰 条 拉 说 。 

现在 是 午休 时 间 , 我 跟 泰 条 拉 一 起 在 高 中 的 楼 顶 吃 着 午饭 。 风 儿 微 党 ， 
但 并 不 影响 明媚 的 阳光 给 我 们 带 来 的 好 心情 。 泰 条 拉 吃 着 盒饭 , 我 哺 着 面包 。 

“没事 ， 嗯 …… 我 在 想 家 里 亲 威 的 事 。 

“这 样 啊 。” 

泰 洲 拉 微 微笑 了 一 下 ， 继 续 吃 她 的 盒饭 。 

她 上 高 一 ， 是 小 我 一 年 的 学 妹 。 短 发 ， 大 眼睛 ， 总 是 笑 时 国 的 ， 个 
子 小 小 的 ， 跟 我 关系 很 好 ， 我 们 总 在 一 起 学 数学 。 基 本 上 都 是 我 在 教 她 ， 
不 过 她 经 常 也 会 提出 一 些 充满 亮点 的 主意 让 我 吃 恢 。 
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“对 了 ， 村 木 老师 的 卡片 呢 ? ” 


“ 哦 哦 ， 差 ) 





占 世 了 了” 


SASSY O 


























她 拿 出 卡片 ， 上 面具 写 了 一 句 话 。 








问题 2-1 











存在 无 数 个 基本 勾 股 数 吗 ? 





























“ 素 好 短 师 : 





泰 末 拉 大 口 











Oh 
巍 着 前 蛋 卷 说 。 





[0 





必 条 拉 ， 











汞 知道 基本 勾 股 数 吗 ?” 




































































外 形 斜 边 的 平方 等 于 剩余 两 边 平方 的 






























































和 角 相对 的 那 条 边 ! ” 









































Y 说 着 ， 用 筷子 在 空中 划 出 了 一 个 大 大 的 着 


“ 喷 ? 不 对 






































WAR 






































马 ? 7 




















“你 说 的 ， 是 勾 股 定理 ……” 



























































RS 








斜 边 的 平方 等 于 两 直角 边 的 平方 之 和 。 



































和 ， 对 吧 ? 和 斜 











“ 勾 股 数 和 勾 股 定理 有 什么 不 一 样 吗 ?” 

















2.1 泰 条 拉 27 














“这 个 嘛 ， 有 关系 但 是 不 一 样 。 勾 股 数 指 的 是 可 以 构成 直角 三 角 























边 的 一 组 自然 数 。” 
我 和 她 解释 勾 股 数 的 定义 。 
































NAN 












































; 自然数 a、5、c 满 足以 下 关系 式 时 ,可 将 (a, b,c) 这 
| 数 称 为 勾 股 数 。 
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基本 勾 股 数 
































| 将 (ao pe) 这 一 组 数 称 为 基本 勾 股 数 。 





























a? 平 bp2 ce? 
OO 
“也 就 是 说 ， 直 角 三 角形 三 条 边 为 自然 数 时 ， 这 三 个 
































当然 数 a、b、c 满足 以 下 关系 式 ， 且 a、b、c 的 最 大 公约 数 等 于 1 时 ， 


组 的 三 个 自然 











数 的 组 合 就 是 勾 
































股 数 。 要 是 最 大 公约 数 还 等 于 1， 那 这 三 个 数 就 是 基本 勾 股 数 。 村 木 老 



































师 的 间 题 就 是 ， 是 否 有 无 数 个 这 样 的 基本 勾 股 数 。” 












































“ 那 我 们 来 举 个 例子 。 打 比方 说 ，(a, bc) = (3, 4, 5) 









































既是 义 股 数 ， 也 是 基本 勾 股 数 。3、4、5 的 最 大 公约 数 
除 这 三 个 数 的 最 大 数 为 1， 对 吧 。” 














“ 啊 …… 等 每， 我 还 不 太 明 白 “ 最 大 公约 数 为 1' 的 意思 ……” 











是 色 股 数 对 吧 ? 





因为 32 十 42 = 52 是 成 立 的 , 计算 一 下 就 会 知道 9 + 16 = 25。 然而 (3, 4,5) 


也 就 是 能 整 




















“…… 学 长 ， 抱 菱 我 的 脑子 有 点 跟 不 上 。 勾 股 数 和 基 








本 勾 股 数 的 区 别 ， 
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“没事 ,不 明白 也 没什么 ,再 举 几 个 例子 。(3, 4,5) 既是 勾 股 数 ， 也 

是 基本 勾 股 数 。 但 是 ， 将 这 三 个 数 分 别 乘 以 2 得 到 的 (6, 8, 10) 呢 ? 它们 
虽然 是 勾 股 数 ， 但 不 是 基本 勾 股 数 。 
“ 咽 ，62 = 36,82 = 64,102 二 100， 而 36 + 64 = 100…… 确 实 ，62 十 8?= 
102 是 成 立 的 ， 所 以 可 以 说 (6,8, 10) 是 匀 股 数 。 咽 ， 到 这 里 我 理解 了 。 
又 因为 6, 8, 10 的 最 大 公约 数 是 2， 所 以 (6, 8, 10) 就 不 是 基本 勾 股 数 …… 
能 整除 三 个 数 的 数字 只 有 1， 这 样 的 才 是 基本 勾 股 数 ， 对 吧 ?” 

“对 ， 村 木 老师 的 问题 是 ， 是 不 是 存在 无 数 个 这 样 的 基本 勾 股 数 。 

泰 淋 拉 一 脸 认 真 ， 黑 默 地 思考 着 。 不 过 因为 嘴 里 咬 着 簧 子 ， 怎 么 也 
严肃 不 起 来 。 不 久 ， 她 很 疑惑 地 问 道 : 
学 长 ， 很 奇怪 啊 ……… 对 了 三 角形 的 三 条 边 we、D、c，o2 十 妇 一 cc? 
总 是 成 立 的 对 吧 ? 然后 各 种 改变 边 长 ， 就 可 以 造 出 无 数 个 直角 三 角 
所 以 肯定 有 无 数 个 基本 勾 股 数 不 是 吗 ?” 

“ 静 下 心 来 ， 想 想 基 本 勾 股 数 的 条 件 。 

“ 呈 ? 啊 ， 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 不 对 1!” 

泰 采 拉 呼 呼 地 挥 着 手 里 的 筷子 。 

“你 一 共 说 了 了 次 “不 对 ， 是 质数 。 我 说 。 她 还 是 这 么 慌 慌 张 张 的 ， 
如 果 换 成 万 里 , 可 能 会 更 淡定 一 些 。 泰 条 拉 还 是 一 如 既往 地 容易 忘记 条 件 
“我 不 小 心 把 上 自然数 这 个 条 件 忘 了 ! 三 条 边 中 两 条 可 以 自由 选择 ， 所 
以 满足 自然 数 的 条 件 。 但 剩 下 的 一 边 就 不 一 定 是 自然 数 了 …… ” 

“ 没 错 。 要 人 处理 这 个 问题 ， 就 多 找 几 个 (3, 4,5) 这 样 的 基本 勾 股 数 的 
例子 如 何 ?” 

“明白 了 ， 这 就 是 学 长 你 总 挂 在 嘴 边 的 那 句 “示例 是 理 角 
对 吧 ? 为 了 帮助 自己 理解 ， 举 出 示例 一 一 ” 

厌 打 拉 真 是 又 率直 又 有 活力 。 不 过 …… 
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的 试金石 ” 
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“我 涪 ， 你 这 也 太 危 险 了 ， 别 到 处 挥 筷子 行 不 行 啊 ?” 


“ 啊 :……… 对 不 





上 97 
忆 。 








泰 条 拉 赶 紧 放 下 手 ， 满 脸 通 红 。 


2.2 米尔 嘉 


“你 去 哪儿 了 ? 

















7 











我 刚 回 到 教室 
米尔 需 上 高 二 





出 




















， 米 尔 嘉 别 地 一 下 就 诬 了 过 来 。 
， 跟 我 同班 ， 是 位 才女 。 励 其 数学 出 类 拔 革 。 一 头 























三 
Ea 








黑 长 发 配 上 金属 框 眼镜 ， 高 挑 挺 拔 ， 容 姿 端 丽 。 只 要 她 一 靠近 我 身边 ， 





























“楼 顶 ……” 











气氛 瞬间 严肃 了 。 


“去 楼 顶 吃 午 饭 ?” 
















































































她 把 脸 凌 近 ， 紧 盯 痢 我 的 眼睛 。 柑 橘 系 的 香味 由 淡 转 浓 ， 锐 利 的 眼 






























































光 笔 直 地 刺 向 我 的 心里 。 不 妙 ， 她 似乎 心情 不 好 。 
“ 咽 …… 背 着 我 ?” 米 尔 避 缓 缓 睐 起 了 了 眼 。 
这 …… 这 个 …… 你 …… 你 看 ,午休 的 时 候 你 不 是 不 在 教室 嘛 。 所 以 





























我 想 你 是 不 是 去 盘 盘 Te 














我 到 底 在 找 什么 借口 啊 ? 可 是 不 知 怎 的 , 我 在 她 面前 就 是 抬 不 起 头 > 



































“我 去 老师 办 公 
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室 了 。 她 表情 缓和 了 些 ,“ 我 把 之 前 的 报告 拿 给 村 木 






































老师 看 ， 还 是 老 样子 ， 他 又 给 了 我 一 张 新 的 卡片 ， 问 题 很 奇妙 。 
































村 木 老师 是 我 们 的 数学 老师 。 人 有 点 怪 ， 不 过 很 喜欢 我 们 ， 经 稼 会 


























给 我 们 出 一 些 有 趣 的 数学 问题 。 虽 然 净 是 跟 上 课 和 考试 完全 无 关 的 内 容 























但 是 最 后 反而 使 我 们 理解 得 更 加 清楚 了 。 我 、 泰 末 拉 和 米尔 器 都 和 
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和 村 木 老师 的 这 种 交往 方式 。 


米尔 嘉 把 卡片 递 给 我 。 

















问题 2-2 


以 原点 为 中 心 的 单位 









































上 ， 存 在 无 数 个 有 理 点 吗 ? 








河 











































































































“对 。 米尔 嘉 点 点 头 j 























“有 理 点 是 ……zx 坐标 和 Y 坐标 都 是 有 理 数 的 点 ， 对 吧 ? ”我 说 。 有 
理 数 是 去 和 一 这 种 可 以 用 整数 比 表示 的 数字 。 以 有 理 数 为 坐标 的 点 就 
作 有 理 点 。 
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河 ! 
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Er 
讨 
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部 ,“ 在 以 原点 为 中 心 的 单位 区 












































(1,0), (0,1), (一 1, 0), (0, 一 1) 这 四 个 不 证 自明 的 有 理 点 。 问 题 是， 除了 















































这 四 个 点 之 外 ， 是 否 还 存在 其 他 “无 数 个 有 理 点 。” 









































vy 
(0,1) 
(1, 0) 
(—1, 0) J 
(0, —1) 
以 原点 为 中 心 的 单位 圆 以 及 四 个 不 证 自明 的 有 理 点 





以 原 点 





为 中 心 的 单位 圆 ， 其 半径 为 1， 
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里 数 的 
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J 0， 1, 一 汪 这 些 整数 也 帅 






































'， 所 以 它 与 4 











E 标 轴 相交 的 点 的 确 为 有 理 点 。 
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语气 念 归 。 


“为 什么 ? ”米尔 嘉 


“ 因 


























“单位 贺 上 好 像 是 存在 无 数 个 在 
































手 了 , 就 算是 圆 


ge ger 








也 不 能 知道 它 











“ 那 就 不 算数 学 了 。” 米尔 喜 


密 不 透风 

















的 眼睛 一 亮 。 


2.2 


米尔 嘉 ”31 
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习 说 自 话 
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册 面 不 出 















































= 
i 
TK 
并 














个 十 史 ? 我 说 。 
着 我 。“ 别 说 我 们 的 
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怎么 正确 

































































“这 个 嘛 ， 是 这 么 


“不 过 ， 


“我 知道 





bt 















































在 现实 世界 里 ,我 们 有 胜 过 











En 


实 承 认 [3 


的 真实 的 样子 
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的 道具 


数学 。 是 不 是 ?” 















































设 为 整数 ， 


i 
出 引 























hn 五 


“整数 的 结构 ， 是 
“有 理 数 的 结构 ， 是 























结果 了 吧 。” 
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了 ， 米 尔 嘉 。 是 我 随 








随便 便 就 下 


























长 表 酉 


上 卫 
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* 单位 
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f 论 了 。 总 之 , 把 a,b, c,d 

















上 点 的 
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居然 冷 不 
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股 地 扬 起 了 1 
串 在 想 别 的 


整数 之 














”米尔 喜好 似 唱歌 般 地 说 道 。 





示 的 。” 





比 表 示 的 。 
































让 





三 机 
Ho 


坐标 ， 专心致志 地 算 ， 就 能 得 




































































呢 ? ”米尔 需 



































吃 的 














“很 诚实 嘛 。 赐 予 尔 骑士 称号 

















着 ， 米 尔 嘉 旬 





午饭 ea 2 


与 宝剑 。” 


[e) 











和 “ 某 个 无 数 存在 的 东 


























我 眼前 递 了 一 条 奇 巧 





威 化 巧克力 。 














西 " 进行 映射 
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站 














我 郑重 地 接 下 了 巧克力 。 
下 午 课 的 上 课 铃 响 了 。 
真是 的 ， 这 都 什么 跟 什么 啊 。 












































2.3” 尤 里 














“ 呵 ， 哥 哥 你 来 啦 ! 人 家 好 高 兴 噶 情 
“身体 怎么 样 ?” 

放学 后 ， 我 从 学 校 坐 公交 去 了 中 央 医 院 。 

看 到 我 进入 病房 ， 尤 里 摘 下 树脂 框 眼镜 ， 面 带 笑 意 ， 看 上 去 很 高 兴 。 
她 似乎 一 直 靠 在 床上 读书 ， 马 尾 较 上 绑 着 黄色 的 给 带 。 


+ 








说 。 
























































































































































































































































几 天 前 ， 也 就 是 我 们 一 起 吃 完 茄子 咖 噶 饭 的 第 三 天 ， 尤 里 因为 脚 痛 
去 了 医院 检查 。 没 想到 就 这 么 住 尝 了 。 有 具体 不 太 清 楚 ， 说 是 发 现 骨 头 有 
些 不 对 劲 。 

“你 好 ， 尤 里 ， 初 次 见面 。” 

泰 洒 拉 从 我 背后 探 出 脑袋 。 

“哥哥 ， 这 位 是 ……?” 

“我 学 妹 泰 条 拉 。 我 们 一 起 来 探 诊 你 的 。” 

个 送 给 你 ， 尤 里 ~” 


































































































































































































泰 灯 拉 把 路 上 从 伦 店 买 的 一 小 拱 伦 弟 给 尤 里 。 尤 里 沉默 地 接 过 伦 ， 




















点 了 点 头 回 应 。 
“学 长 ? 她 叫 你 哥哥 ? ” 泰 打 拉 问 。 
“ 尤 里 是 我 表妹 ， 她 从 小 就 这 么 叫 我 。” 
我 在 一 边 的 金属 折 公 椅 上 坐 下 ， 泰 打 拉 也 华 下 ,来 回 打量 着 病房 。 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































2.4 毕 达 哥 拉 . 榨 计 机 33 

“上 次 我 们 一 起 搞 的 时 钟 巡 回 ， 真 是 太 有 意思 了 !” 尤 里 先 一 步 说 话 ， 
“表盘 数字 的 个 数 ” 和 “级 数 ” 互 质 就 能 完全 巡回 对 吧 ， 人 家 最 喜欢 听 哥 
哥 讲 数学 了 ! 谁 让 哥哥 是 人 家 的 专属 老师 嘛 !” 

“学 长 确实 很 会 教 人 呢 ， 我 也 从 学 长 那 ……” 

“我 说， 哥哥 !” 尤 里 打 断 了 泰 条 拉 的 话 ,，“ 那 天 上 晚上， 我 们 一 起 吃 的 
超 阁 咖 唾 饭 ， 真 是 好 辣 哦 ! 辣 过 头 了 ， 害 得 人 家 喝 水 都 喝 撑 了 。 吃 完 饭 
后 哥哥 讲 的 费 马 大 定理 也 好 有 意思 啊 ……… 微 变 换 一 下 勾 股 定理 的 方程 
式 就 没有 自然 数 解 了 ， 还 真是 不 可 思议 蜡 ……: 

尤 里 兴 冲 冲 地 说 个 不 停 ， 泰 末 拉 只 好 闭口 不 言 。 病 房 里 的 氛围 开始 
有 些 不 妙 ， 这 时 尤 里 的 妈妈 进来 了 ， 我 松 了 一 口气 。 

“直接 从 学 校 过 来 的 吗 ? 制服 挺 漂亮 的 嘛 ! 这 位 是 …… 女 朋友 ? 哟 呵 
呀 ， 太 客 CT 其 实 蚜 ……” 

听 完 尤 里 妈妈 的 一 通路 叫 ， 我 们 赶紧 走出 了 病房 。 

然而 ， 尤 里 的 妈妈 追 了 上 来 。 

“不 好 意思 ， 尤 里 说 有 话 想 告诉 你 那 位 女 朋友 ， 能 让 她 来 一 下 吗 ?” 

“ 训 ? 我 吗 ?” 

我 在 电梯 前 等 了 一 分 钟 左 右 ， 泰 杀 拉 就 回来 了 。 好 像 在 深思 着 什么 。 
2.4 上 毕 达 哥 拉 ' 榨 汁 机 

我 们 一 起 坐 公 交 去 车 站 ， 进 了 一 家 名 叫 “ 豆 子 ” 的 咖啡 店 。 

“她 跟 你 说 了 什么 ? ”我 问 。 

“ 没 …… 没 什么 。” 泰 打 拉 含糊 其 律 ， 指 着 柜台 里 面 说 ,“ 学 长 , 你 看 !” 

b 里 新 添 J 榨 洗 机。 机 器 上 分 布 着 螺旋 形 的 钢丝 轨道 ， 梅 子 就 从 轨 
道 的 一 端 一 个 个 深入 机 器 里 。 机 器 上 面 写 着 “ 毕 达 哥 拉 ， 榨 计 机 ”。 毕 达 梧 拉 ? 
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“我 要 一 杯 橙汁 1 
橙子 咕噜 咕噜 地 滚动 着 ， 洲 入 机 器 的 瞬间 就 被 自动 切 碎 了 。 直 到 栖 


已 局 


子 被 绞 出 汗液 为 止 ， 整 个 制作 过 程 都 是 透明 可 见 的 。 泰 灯 拉 看 着 机 器 ， 














































































































我 看 着 她 。 还 真是 个 好 奇 心 旺盛 的 女孩 子 啊 。 
“超级 好 喝 的 ， 学 长 1” 泰 条 拉 喝 着 刚 榨 好 的 新 鲜 橙 汗 说 ,“ 话 说 


















































来 ， 









































那 之 后 我 找 了 几 个 基本 勾 股 数 的 例子 。 























泰 末 拉 翻 开 笔记 本 。 
(3，4，5) 32 二 42= 5? 
(5, 12, 13) 5 千 197=137 





(7, 24, 25) 72 十 242 一 25? 
(8, 15, 17) 82 十 152 一 17? 
(9, 40, 41) 92 十 402 一 41? 





























“根据 中 十 成 =c?， 把 其 中 的 a 逐次 增 大 ， 然 后 拿 符合 条 件 的 自然 
数 代 入 和 ec 中 。 我 发 现 (a,b,c) = (3,4,5) 的 话 ,c 一 b= 二 5 一 4 二 1 成 立 。 
在 我 找到 的 这 五 组 基本 勾 股 数 中 ， 有 四 组 都 是 c 一 b= 1。 这 一 定 是 个 重 























































































































































































































































































































要 的 线索 !” 

“不 过 ， 这 是 因为 你 找 的 方法 太极 端 了 吧 ? 将 a 边 边 长 设 得 很 短 ， 就 
会 形成 一 个 只 有 一 边 很 短 的 直角 三 角形 。 比 如 说 (9, 40, 41) 就 是 个 非常 
细 长 的 直角 三 角形 。 因 为 形状 细 长 ， 所 以 斜 边 和 另 一 直角 边 长 度 相近 





















































这 是 再 正常 不 过 的 事 了 吧 。” 
过 了 一 会 , 泰 打 拉 说 道 :“ 要 是 有 个 机 器 能 像 那个 “ 毕 达 哥 拉 ， 榨 汁 机 

那样 ， 从 上 面 把 橙子 放 进 去 ， 下 面 就 会 自动 出 来 基本 人 勾 股 数 就 好 了 。 
“不 过 ， 放 进 不 同 的 橙子 要 出 来 不 同 的 基本 人 勾 股 数 才 行 呢 ! 一 一 哎呀 

我 们 在 胡说 些 什么 呢 。” 

我 们 笑 了 。 
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2.5 家 中 35 
2.5 家 中 
夜晚 。 
家 里 人 都 已 进入 梦乡 。 我 独自 在 书桌 前 思考 数学 。 旁 边 空 无 一 人 ， 
无 人 与 我 搭 话 。 这 是 我 一 天 中 非常 宝贵 的 时 间 。 
听课 是 为 了 刺激 自己 学 数学 ,读书 也 是 为 了 人 研究 数学 。 但 是 如 果 不 
留 出 时 间 充 分 开动 脑筋 ,动手 实 践 ， 听 课 和 读书 就 完全 没有 意义 了 。 






































全 了 
4 








KR 就 沉 下 心 来 ) 



































日 龙套 人 儿 
公告 宁 下 





拉 的 问题 吧 。 











“存在 无 数 个 基本 勾 股 数 吗 ?” 



































首先 ， 试 这 




















列表 总 结 


2.5.1 调查 奇偶 性 


卜 基 了 





a b C 
3 4 5 
5 ‘12 13 
7 24 25 
8 15 17 
9 40 41 








到 股 数 ， 看 看 能 不 能 发 天 







































































FE 意 到 c 











肯定 为 奇数 ， 





在 











J 是 就 试 着 :家 





a b qc 
©® 4 
(58) 12 (3 
© 24 @9 
8 (9 0 
(40 世 
奇数 上 疾 上 加 


已 所 大 











的 奇数 都 区 









































号 ? a 和 之 中 似乎 总 有 一 个 是 奇数 。 不 过 这 是 侦 然 ?还 是 一 般 现 象 ? 
我 把 心中 的 疑问 记 了 下 来 。 

































































存在 a 和 如 缘 为 偶数 的 基本 勾 股 数 (a, b,c) 吗 ? 
































我 认真 地 思考 着 。 
咽 ， 这 个 问题 不 难 。 绝 对 不 存在 a,b 都 是 偶数 的 情况 。 因 为 如 果 假 
设 a,b 都 为 偶数 ， 这 样 由 a2z 十 刀 = c2 这 个 关系 式 可 知 ，c 也 会 是 偶数 。 
因为 a,b 都 是 侦 数 的话，a? 入 部 是 偶数 ， 两 个 偶数 的 和 ?十 中 也 是 
遇 数 。 又 因为 2 就 等 于 a2 十 妇 ， 所 以 c? 也 是 偶数 。 平 方 为 偶数 的 数字 
只 能 是 偶数 ， 所 以 是 偶数 。 
也 就 是 说 ，a, 如 果 都 是 偶数 ，c 自然 而 然 就 为 偶数 。 然 而 这 违背 了 
基本 人 勾 股 数 的 定义 : a,b,c 的 最 大 公约 数 为 1。 因 为 a, b,c 全 是 偶数 的 话 ， 
a,b,c 的 最 大 公约 数 就 会 大 于 等 于 2。 
比 可 以 说 “a 和 不 能 丝 为 偶数 ”"。 虽然 不 知道 这 能 否 成 为 解 
条 拉 卡片 上 问题 的 重要 线索 ， 不 过 这 的 确 是 一 个 重要 的 事实 。 
我 徘徊 在 数学 公式 的 森林 中 ， 对 于 我 而 言 ， 重 要 的 事实 犹如 用 来 做 
标记 的 丝带 。“a 和 5 不 能 丝 为 偶数 ”这 个 事实 也 是 一 条 丝带 。 为 了 不 时 
之 需 还 是 先 绑 在 树枝 上 吧 。 说 不 定 在 探寻 森林 出 口 时 就 能 派 上 用 场 。 
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解答 2-3 
不 存在 a 和。 缘 为 偶数 的 基本 人 勾 股 数 (o, 0% ec)。 
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2.5.2 使 用 数学 公式 
咽 ……… 基本 勾 股 数 


的 情况 呢 ? 

































































，0) 不 会 销 为 偶数 ， 那 么 是 否 存 在 “ 宵 为 奇数 ” 
































问题 2-4 
存在 a 和 6。 和 丝 为 奇数 的 基本 勾 股 数 (a,b,c) 吗 ? 













































































现在 假定 a 和 :都 是 奇数 ， 然 后 跟 刚 才 一 样 调查 奇偶 性 。 
a 是 奇数 ， 则 a? 也 为 奇数 。5 是 奇数 ， 则 可 也 是 奇数 。a? 十 5? 二 奇 
数 十 奇数 = 偶数 。 由 a? 二 ?=c? 可 知 ，c? 为 偶数 。c? 为 偶数 的 话 





加 























也 是 偶数 。 也 就 是 说 ，c 是 2 的 倍数 。2 的 倍数 的 平方 是 4 的 倍数 ， 因 此 
可 以 得 知 o 是 4 的 倍数 。 咽 ， 这 想法 有 戏 。 然 后 ， 然 后 



























































































































































































































































a 这 后 能 让 
断 出 什么 呢 ? 
好 吧 ， 用 数学 公式 吧 。 
假定 a,b 篆 为 奇数 ， 如 下 所 示 ， 分 别 用 自然 数 J, K 来 表示 a,b。 
a =2J—1 
b =2K-1 
将 其 代入 勾 股 定理 。 
a +b=e? 勾 股 定理 
I=1) KK=1)* = Ct 和 Aa=2J—1,0=2K-—1 
(472—4J+1)+(4K?—4K+1)=e? 展 
472—4J+4K?— 4K+2=0? 整理 
4(7? -J+R -K+2=0 把 4 提 到 括号 外 











在 这 个 式 子 左边 的 4(1? 一 J+K? 一 KK) 








MP 








1， 因 为 后 面 的 十 2 是 
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La 








硬 ， 右 边 的 是 4 





男 一 方 

















] 4 除 不 尽 的 ， 所 以 整个 式 子 用 4 除 不 尽 。 


























左边 

















解答 2-4 




















数 让 b 


3 4 除 不 尽 ， 
根据 反 证 法 ， 


不 存在 a 和 ? 缘 为 奇数 的 基 


结果 表明 ,a 和 "其 中 
的 奇偶 性 不 一 致 。 


为 奇数 ” 





右边 可 上 























倍数， 也 就 是 说 可 以 被 4 整 
被 4 整除 。 这 就 构成 了 矛盾 。 











自 定 的 “a, b 第 为 奇数 ” 不成立， 













































































为 鲁 


数 ， 另 














也 就 是 说 ， 





了 
只 能 存在 “a 为 奇数 ， 


本 勾 股 数 (a, b, c)。 


除 。 


寻 此 a,b 不 能 缘 为 奇数 。 


























的 情况 。 在 此 假设 “a 为 奇数 ,5b 为 1 




















奇偶 性 刚好 相 





目 反 ， 
换 a 和 5 的 位 








BT。 

















好 了 ， 继 续 


















































所 以 想 求 "a 为 偶数 ，a 为 名 











电 ! 一 一 话说 ， 肚 子 有 点 俄 了 呢 。 














2.5.3 向 着 乘积 的 形式 进发 








我 走 到 厨 
说 起 巧克力 ， 之 前 还 
了 当时 她 说 的 话 。 








“整数 的 结构 ， 是 


























房 ， 拿 了 一 块 妈妈 珍藏 的 GODIVA 巧克力 。 

















从 米尔 嘉 























解 质 因 数 就 能 明 











质 因 数 表示 的 。” 











那 拿 了 一 块 奇 巧 威 化 巧克力 。 我 想 

































































j 质 因数 的 乘积 , 只 























义 股 定理 
将 性 移 到 等 式 右边 ， 


“乘积 的 


白 整 数 的 结构 。 但 是 怎么 把 a? 十 六 = 


方 为 偶数 。 换 言 之 ,a 和 
b 为 偶数 ”或 “a 为 偶 
昌 数 "。 因 为 和 忆 的 
数 ” 的 情况 时 ， 只 需要 交 





， 个 由 妇 六 





[en 


分 




















多 式 ”表示 行 不 行 ? 





























成 “ 








个 数 的 平方 差 ” 





























“两 个 数 的 平方 差 等 于 





5 数 之 和 乘 以 








数 2 


2.5 家 中 39 























咽 。 这 下 得 到 了 (ec+a)(c-o) 的 "乘积 的 形式 "。 但 是 c+a 和 
c 一 a 都 不 一 定 是 质数 , 所 以 这 不 能 称 为 分 解 质 因数 。 这 条 路 走 不 通 吗 …… 
咖 …… 呵 ， 我 太 优 了 ， 又 不 是 “总 瑟 记 条 件 的 泰 淋 拉 ”， 怎 么 把 条 件 
给 丢 了 呢 。 计 算 前 不 是 已 经 假定 a 为 奇数 ,5 为 偶数 了 吗 。 因 为 a 为 奇 
数 ，5b 为 偶数 ， 所 以 就 为 奇数 。 这 样 c 和 a 都 是 奇数 ，c + a 就 是 偶数 ， 
c 一 a 也 是 偶数 。 因 为 奇偶 数 之 间 普 裔 存在 着 以 下 关系 。 





























































































































Ft 








对 


j 数 十 奇数 = 个 数 
数 一 奇 数 = 偶数 











2 














因为 c 和 a 都 是 奇数 ， 所 以 下 述 式 子 成 立 。 


c 十 a = 偶数 


c 一 a = 偶数 












































































































































c 十 a 和 c 一 a 篆 为 偶数 , b 也 是 偶数 ……… 。 好 , 用 数学 公式 把 “偶数 ” 
表现 出 来 看 看 。 将 4, B,C 设 为 自然 数 ， 可 写成 如 下 形式 。 
c 一 0 一 24 
b =2B 
c+a =2C 
等 一 下 ， 这 样 4 会 不 会 变 成 负数 呢 ? 不 ， 不 会 的 。 因 为 a, b,c 是 证 













































































角 三 角形 的 三 条 边 ， 斜 边 c 肯定 长 于 直角 边 a， 也 就 是 说 c > a。 所 以 
c 一 a > 0,24 >0。 那 么 ,来 研究 一 下 4, B,C 吧 。 
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0 十 太一 勾 股 定理 
P= 将 中 移 到 等 式 右边 ， 形 成 “两 个 数 的 平方 差 ” 
如 == (c 十 a)(c 一 a)“ 两 个 数 的 平方 差 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 ” 
(2B) ”= (2C)(24) ] 4A, B,C 来 表示 
4B? = 4AC 计算 
B*=AC 两 边 同 时 除 以 4 
这 下 就 把 勾 股 定理 中 自然 数 a,5,c 的 “和 的 形式 ”变换 成 了 自然 数 
















































































4, B,C 的 “乘积 的 形式 ”。 只 调查 一 下 a, b, c 的 奇偶 性 ,就 迈 出 了 一 大 步 。 
有 旦 是， 还 不 知道 这 条 路 走 得 对 不 对 。 

B? = 4C 的 左边 是 平方 数 ， 右 边 是 乘积 的 形式 。 虽 然 化 成 了 乘积 的 
多 式 ， 不 过 下 一 步 应 该 从 哪 边 着 手 呢 ? 
















































































2.5.4 互 质 

B? = 4C 这 个 式 子 到 底 能 说 明 什么 呢 ? 

我 绕 着 房间 来 回转 圈 ， 冥 思 苦 想 ， 环 视 书 架 ， 突 然 脑 中 浮现 出 尤 里 
距 着 脚尖 张望 的 背影 。 这 时 我 耳 边 响起 自己 说 过 的 那 句 话 。 
















































































































































































“就 算是 明摆着 的 事 ， 最 好 也 要 认真 总 结 下 来 哦 。 
































hil 
ml 

王 
[五 
[oe] 


Bb 么 ， 总 结 一 下 明摆着 的 事 





ec—a=2A。 
eb=2B, 

ec 十 4 一 2C。 

。 B= AC, 

e。a 和 cc 是 互 质 的 …… 
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等 等 ,ua 和 c 是 互 质 的 吗 ? 根据 基本 勾 股 数 的 定义 可 知 ，a, b,c 的 最 
大 公约 数 为 1。 然 而 就 算 三 个 数 的 最 大 公约 数 为 1， 其 中 两 个 数 的 最 大 公 
约 数 也 不 一 定 为 1。 比方 说 3, 6,7 这 三 个 数 的 最 大 公约 数 为 1， 但 是 把 3 
和 6 单 拿 出 来 ， 它 们 的 最 大 公约 数 是 3…… 

不 ， 不 对 。 因 为 存在 a? 十 中 =c? 这 个 关系 式 ， 所 以 在 基本 勾 股 数 的 
情况 下 ， 可 以 说 “a 和 cc 的 最 大 公约 数 是 1”。 
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现在 假设 a 和 c 的 最 大 公约 数 为 9， 且 9 大 于 1， 那 么 存在 自然 
数 ]K 使 得 a 二 gJc 二 gK。 然 后 …… 
a + = 
be 
= (Ky = {97 
b=g (K-72) 


这 样 中 就 是 g 的 倍数， 所 以 了 是 g 的 倍数 。 也 就 是 说 ，a, b,c 
这 三 个 数 都 是 g 的 倍数 。 然 而 这 不 符合 a,0,c 三 个 数 互 质 这 一 条 件 ， 
所 以 a 和 cc 的 最 大 公约 数 g 大 于 1 这 个 假设 不 成 立 ， 所 以 a 和 cc 的 
最 大 公约 数 是 1, a 和 Cc 是 互 质 的 。 
同 理 可 证 a 和 65, b 和 Cc 之 间 也 是 互 质 的 。 























现在 已 知 a 和 < 互 质 。 嗯 …… 话 说 回来 ， 此 时 4 和 C 呢 ? 4 和 C 也 
是 互 质 的 吗 ? 


























问题 2-5 
GE 0 A 0 A 
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我 认为 可 以 说 4 与 C 互 质 。 但 是 说 “认为 " 太 主 观 ， 必 须 证 明 才 行 。 
这 个 命题 ， 用 反 证 法 马上 就 能 证 明了 啊 。 
反 证 法 一 一 假定 原 命题 不 成 立 ， 从 而 推导 出 矛盾 的 方法 。 
要 证 明 的 命题 是 “4 和 C 互 质 *"， 所 以 反 过 来 假设 “A 和 C 不 互 质 ”。 
此 时 4 和 C 的 最 大 公约 数 不 为 1， 即 大 于 等 于 2。 把 4 和 C 的 最 大 公约 
数 设 为 da(d > 2)。d 是 4 和 C 的 最 大 公约 数 ， 所 以 既是 A 的 约 数 ， 也 是 
C 的 约 数 。 反 过 来 说 ，4 和 C 都 是 a 的 倍数 ， 因 此 存在 满足 以 下 关系 式 
的 自然 数 A', C '。 


















































































































































一 方面 ， 下 式 是 成 立 的 。 














癌 





c 一 一 24 
ci+a=20 


那么 就 用 4 和 C' 来 表示 a 和 c。 















































(c+w+(c-og=2C+24 ”把 上 述 两 个 等 式 相 加 以 消去 a 
2c=2(C+4) ”对 等 式 两 边 进 行 整理 

c=C0C+A 将 等 式 两 边 同时 除 以 2 

c=dc'+d4 用 A',C' 来 表示 4 C 

c=dC +4) 提出 gq 
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这 次 我 来 消去 c。 


























(c+a) 一 (c 一 a)= 二 2C 一 24 ”将 上 述 两 个 等 式 相 减 以 消去 C 
2a= 2(C 一 A) ”对 等 式 两 边 进 行 整理 
a=C—A 将 等 式 两 边 同时 除 以 2 
a=dc' -ad4 用 4A',0' 来 表示 4,C 
a 二 d(C” 一 A') 提出 a 































































































a=d(C'- A') 可 知 “a 是 qd 的 倍数 ”。 








Ba 





为 a 和 cc 都 是 d 的 倍数 , 所 以 d>2 是 a 和 c 的 公约 数 。 换 言 之 ， 
即 “a 与 c 的 最 大 公约 数 大 于 等 于 2”。 然 而 问题 中 给 出 的 条 件 是 a 与 c 


sD 


互 质 ， 所 以 “a 与 c 的 最 大 公约 数 应 该 为 1”"。 好 ， 这 样 就 引出 了 矛盾 。 


可 J 


















































出 现 矛 盾 ， 是 因为 最 初 假设 了 “4 和 C 不 互 质 "。 因 此 ,“4 和 C 不 
互 质 ” 是 不 正确 的 ， 根 据 反 证 法 可 知 “4 和 C0 互 质 ”。 


















































Bi A Go ON Ho A 




















至 此 已 经 求 得 “4 与 C 互 质 ", 这 也 是 个 重要 的 事实 ， 是 第 二 条 标记 









































我 将 第 二 条 丝带 绑 在 树 上 ， 深 呼吸 。 虽 然 有 点 累 ， 不 过 还 能 在 林 
阵子 。 接 下 来 ， 往 哪儿 走 呢 ? 




























































































刚刚 考虑 的 式 子 B? = 4C 难 不 成 相当 于 “平方 数 ”等 于 “ 互 质 的 两 个 


整数 的 乘积 ”? 这 难道 是 路 标 吗 ? 





























2.5.5 分解 质 因 数 
现在 舞台 已 经 从 a, b,c 转向 了 4, B,C。 
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问题 2- 


e A, B,C 是 目 


6 























然 数 。 





。B? = 4C 是 成 立 的 。 




















全 4 和 GE 
此 时 ,就 没有 什么 有 趣 的 东西 吗 。 





















































































































































































































































有趣 的 东西 ” 是 指 什么 啊 ， 我 忍 不 住 吐 槽 自己 。 
好 像 我 已 经 从 原本 的 问题 一 一 “存在 无 数 个 基本 勾 股 数 吗 ” 跑 偏 到 外 
星球 去 了 。 
我 又 想起 了 米尔 嘉 的 歌 。 
“整数 的 结构 ， 是 由 质 因数 表示 的 。” 
这 样 啊 ……… 将 4, B,C 分 解 质 因数 ,会 变 成 什么 形式 呢 ?” 以 下 这 种 形 
式 吗 ? 
A=aia2:..as al ~ as 是 质数 
B= b1b2::: bt bi ~ bt 是 质数 
CO = c1c2:*: Cu cl ~ cu 是 质数 
把 以 上 式 子 代入 关系 式 B? = 4C 观察 一 下 。 
B= AC 4, B,C 之 间 的 关系 式 
(bib2 .502 = (aliaz .Qs)(c1c2 co) 将 4, B,C 分 解 质 因数 
bb2...07 = (a1a2: :Qs)(c1c2 cu) 展开 等 式 左 边 
喔 ? 将 B? 分 解 质 因 数 时 ， 质 因数 大 全 变 成 了 妈 这 种 平方 的 形式 。 






































样 。 将 平方 数 分 解 质 因数 ,就 会 发 现 里 面包 含 偶数 个 质 因数 。 
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列 如 18? 这 个 平方 数 ， 分 解 得 182= (2x3x3)2=22x34， 里 面包 含 质 
因数 2 和 3，2 和 3 的 个 数 都 是 偶数 。 想 想 就 觉得 理应 如 此 。 
根据 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定 理 分 解 质 因数 的 方法 是 唯一 的 

可 知 ，B? = 4C 的 左边 和 右边 ， 质 因数 列 是 完全 一 致 的 。 左 边 出 现 的 质 
因数 应 该 也 会 在 右边 的 某 处 出 现 。 也 就 是 说 一 一 

阿 ， 我 明白 了 1! 

在 此 ， 第 二 条 丝带 一 一 “A 与 C 互 质 ” 这 个 条 件 有 用 了 。4 与 C 互 质 ， 
也 就 是 说 4 与 C 的 最 大 公约 数 为 1, 换言之 就 是 4 和 C 没有 共同 的 质 因 数 。 
考虑 B 的 质 因数 b, 则 任意 一 个 质 因数 bi 不 包含 在 4 中 , 就 包含 在 C 中 |! 
沿用 刚才 的 例子 22 x 34， 这 个 数 可 以 表示 为 互 质 的 两 个 自然 数 4 与 
C 的 乘积 。 如 果 有 1 个 质 因数 2 包含 在 4 的 质 因数 分 E 

都 应 该 包含 在 4 的 质 因数 分 解 中 。 如 果 有 1 个 质 因 数 3 包含 在 4 的 质 因 










































































































































































































































































































































































































































































































































































数 分 解 中 ， 则 所 有 的 34 都 应 该 包含 在 4 的 质 因 数 分 解 中 。 某 个 质 因数 
不 能 同时 放 在 A 和 0C 中 。 拿 22 x 34 来 说 ， 只 能 出 现 如 下 四 种 拆 分 方法 。 
A C 
02 yg 
22 和 
34 22 
22 :34 1 























By 


数 的 个 数 是 偶数 …… 这 





4 和 C 中 不 能 出 现 相 同 的 质 因数 。 而 且 质 
也 就 意味 着 ，4 和 C 都 是 平方 数 。 
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解答 2-6 
。A, B,C 是 自然 数 。 
。B? 二 AO 是 成 立 的 。 
。A 和 0C 互 质 。 

















此 时 ，4 和 C 是 平方 数 


























































































































厉害 厉害 ， 因 为 4 和 C 是 平方 数 ， 所 以 可 以 用 自然 数 m,n 来 表示 ， 
如 下 所 示 。 
C =m’ 
A =n? 
变量 太 多 了 很 头痛 ， 不 过 还 可 以 前 进 。 弄 错 了 方向 的 话 ， 再 回头 看 
看 笔记 就 好 。 
因为 4 和 C 没有 共同 的 质 因 数 ,， 所 以 毫 无 疑问 , mm 和 n 也 是 互 质 的 。 












































到 头 来 a, b,c 都 可 以 用 互 质 的 和 n 来 表示 了 ! 
兽 完 ， 因 为 a 二 C 一 4， 所 以 


























a=C0C—-A=m’—n? 











寻 为 a>0,， 所 以 m>n。 又 因为 a 是 奇数 ， 所 以 m 和 mn 的 奇偶 性 
应 该 是 不 一 致 的 。 
接 下 来 ， 因 为 ce= C++ 4， 所 以 下 式 是 成 立 的 。 




















c=C+A=m’+n’ 























然后 又 因为 5=2B， 所 以 …… 这 里 需要 计算 一 下 。 














B*=AC 
B? = (n?)(m’) 
B? = (mn)’ 


B= mn 





2.5 家 中 








因为 4 = m2,C = mm2 
球 开 


二 


因为 B > 0,mm > 0， 所 以 可 以 开平 方 





























因此 ， 可 知 下 式 是 成 立 的 。 


bE2B= 2mn 




















最 后 ，a, b,c 就 可 以 





(a 








互 质 的 m 和 n 来 表示 。 


2 


(mm2 — n2,2mn, m+ n?) 




















反 过 来 ， 像 上 


沉 
访 
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4 m 和 n 的 形式 表示 的 一 组 数 (a, 5,c) 肯定 是 























基本 人 勾 股 数 。 这 个 只 要 计算 一 下 就 能 确定 。 





















































a +0 = mn) + 因为 4a 二 m? 一 m2 
等 (m? 主 m2)2 十 (2mn)? 天 为 b= 二 2mn 
= mt — 22min + nt + 4mn? 展 
= mm’ +2mn? 十 7 整理 m2m* 项 
= (nm +n) 因 式 分 解 
= 史 用 c= 二 m2 +n? 


a,b,c 的 互 质 关系 也 可 以 通过 简单 的 计算 得 到 。 

































































研究 奇偶 性 ， 留 





已 ,人 


























股 数 的 一 般 形 式 。 


互 质 这 个 条 件 分 解 质 因数 …… 我 得 到 了 基本 勾 
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基本 勾 股 数 的 一 般 形式 


P= 




















































































































































































































































































































| 互 质 的 组 自然 数 (a,b,c)， 当 满足 关系 式 oz 十 刀 一 o2 时 ， 可 全 部 | 
;用 以 下 形式 表示 (可 以 交换 a,b 的 位 置 )。 
b = 2mn 
] c 一 mm 十 7 
'  。m 和 n 互 质 
; 。。 满 足 条 件 m >n 
] 。m,n 有 一 个 是 偶数 ， 另 一 个 是 奇数 

这 下 ,隐藏 在 基本 色 股 数 中 的 结构 就 浮现 出 来 了 。 只 要 明确 到 这 一 步 ， 
泰 条 拉 的 问题 自然 也 就 迎刃而解 了 。 

不 同 的 质数 之 间 是 互 质 的 ， 所 以 使 用 质数 列 ， 就 应 该 可 以 创造 出 无 
数 个 基本 勾 股 数 。 例 如 设 n=2，m 为 大 于 等 于 3 的 质数 。 把 m 依次 定 
为 3,5,7,11,13 的 话 ， 从 mm 和 nn 的 组 合 中 可 以 创造 出 不 同 的 (a,b, c)。 
因为 质数 有 无 数 个 ， 所 以 可 以 创造 出 无 数 个 基本 勾 股 数 。 

路 途 很 漫长 ， 不 过 没有 行 差 踏 错 。 
解答 2-1 





存 厂 











无 数 个 基本 勾 股 数 。 





2.6 ”给 泰和 采 拉 讲解 




















“这 样 啊 ! 如 果 是 我 的 话 , 是 绝对 想不到 的 ……” 泰 休 拉 扬 起 双手 说 道 。 
人 只 一 一 99 





第 二 天 放学 后 ,我 在 图 书 室 跟 泰 条 拉 讲 解 昨 晚 的 解法 。 没 错 ， 方法 











2.6 ”给 泰 打 拉 讲解 49 





















































束 是 投入 m,n 这 两 个 7 








“ 抱 菊 ， 学 长 。 这 个 解法 很 厉害 ， 但 换 成 我 的 话 是 绝对 想不到 的 。 所 





























k 果 ， 榨 出 基本 勾 股 数 这 杯 混合 果 计 。 




























































































以 该 怎么 说 呢 …… 厉害 是 厉害 ， 但 是 太 厉害 了 ， 反 而 不 好 





这 个 解法 喘 地 一 下 想 不 














“我 也 不 是 啊 地 一 下 就 想到 的 。 想 问题 就 好 比 在 森林 里 漫步 。 这 样 吧 ， 





























拿 来 参考 了 。 


























这 次 我 们 一 起 来 想 想 问 
a 





题 的 本 质 。” 

















“整数 ”这 个 条 件 是 非常 强力 的 ”我 展开 了 话题 。 

















© © © 


“整数 ”这 个 条 件 是 非常 强力 的 。 

















基本 勾 股 数 的 一 大 

















严格 说 > 只 包括 户 然 数 。 
































特征， 就 是 它 的 范围 内 不 包含 实数 ， 


















































的 值 具 有 离散 性 ， 是 互相 孤立 的 。 















































只 包含 整数 ， 





实数 的 话 值 具有 连续 性 ， 是 不 间断 的 。 而 整数 



























































究 时 ， 研 究 奇偶 性 这 个 方法 很 有 效 。 所 谓 “研究 












































奇偶 性 ”"， 就 是 问 间 自己 某 个 数 是 奇数 还 是 偶数 。 实 数 没有 奇偶 性 ， 只 在 

































































只 要 出 现 整数 = 整数 这 样 的 等 式 ， 























边 的 奇偶 性 











就 是 一 致 的 。 然 后 ， 奇 
也 起 到 了 作用 。 















































“整数 的 结构 ， 是 由 质 因 数 表示 的 ”这 
因数 ， 整 数 的 结构 就 显而易见 了 。 分 解 质 因数 的 结果 是 唯 

















数 十 奇数 = 偶数 ,偶数 x 整数 = 个 





数 这 些 计算 

















句 话 也 很 有 用 。 将 整数 分 解 质 









































的 ， 所 以 存 
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在 整数 = 整数 这 个 等 式 时 ， 左 边 式 子 分 解 质 因数 的 结果 与 右边 式 子 分 解 
质 因 数 的 结果 是 完全 一 致 的 。 我 们 就 利用 这 个 条 件 。 
如 何 利 用 呢 ? 
我 们 将 其 落实 到 乘积 的 形式 。 构 成 乘积 的 数字 称 为 因数 。 例 如 刚刚 
有 提 到 4C 这 个 乘积 的 形式 。 此 时 的 4 和 C 都 是 因数 对 吧 。 你 应 该 知道 ， 
质数 是 不 能 再 进行 质 因数 分 解 的 。 如 果 是 两 个 互 质 的 因数 的 乘积 ， 那 么 
一 个 质 因数 是 不 能 同时 出 现在 这 两 个 因数 之 中 的 。 所 以 我 采用 了 “两 个 
数 的 平方 差 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 ” 这 个 定理 ， 将 问题 落实 到 两 个 
整数 的 乘积 上 。 
当然 , 实际 研究 问题 时 , 用 数学 公式 表达 语言 这 门 技术 也 是 不 可 或 缺 的 。 
例如 ,把 “偶数 ”写作 2k， 把 “奇数 ”写作 2k 一 1 的 形式 , 平方 数 的 话 
就 写成 妒 。 像 这 样 ， 练 习 用 数学 公式 将 语言 表达 出 来 是 很 重要 的 。 之 前 
泰 条 拉 你 也 说 过 “这 就 像 写 数学 作文 ” 对 吧 。 将 “奇数 ”写作 次 一 1， 应 
该 就 是 数学 作文 的 惯用 句 吧 。 
互 质 这 一 条 件 也 很 重要 。 两 个 数 互 质 ， 也 就 是 没有 共同 的 质 因数 。 
根据 这 个 条 件 才能 获得 “ 质 因数 不 能 分 别 包 含 于 两 个 因数 之 中 ”这 个 决定 
性 的 要 素 。 
就 这 样 在 一 点 点 拓 开 道路 ， 寻 找 标志 性 丝带 的 途中 ， 就 会 逐渐 找到 
森林 的 出 口 了 。 嗯 ， 或 许 会 找到 。 














































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































“ 没 …… 我 没事 。 刚 才 讲 的 “用 数学 公式 表达 语言 " 那 一 块 儿 ， 学 长 
逐步 导入 了 不 少 变 量 呢 。 用 数学 公式 表达 “偶数 ”和 “平方 数 ” 的 时 候 …… 


我 很 不 擅长 这 个 啊 ， 感 觉 一 导入 变量 反而 更 难 了 。” 


































































































2.7 十 分 感谢 51 


“原来 如 此 。” 
“出 现 整数 的 时 候 ， 办 法 是 先 研 究 奇偶 性 ， 再 分 解 质 因数 ， 变 化 成 乘 
积 的 形式 ， 然 后 除 以 最 大 公约 数 构成 “ 互 质 '……” 
“不 过 ， 这 不 适用 于 所 有 情况 哦 。” 
“咖哩 ， 这 我 知道 ， 这 只 不 过 是 想 问 题 的 思路 。 也 就 是 说 ， 有 时 候 也 
会 走 错 路 对 吧 。” 
“ 嗯 ……“ 弄 错 了 方向 的 话 ， 往 回 走 就 好 "。 细 细 想 来 ， 透 过 村 木 老 师 
出 的 这 个 问题 ,似乎 可 隐约 看 见 “ 整 数 真实 的 样子 ' 。 深 究 这 个 问题 的 话 ， 
是 不 是 会 逐步 接近 数字 的 本 质 呢 ……” 
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2.7 十 分 感谢 


泰 洲 拉 的 声调 突然 沉 了 下 来 。 





























“学 长 ， 你 知道 …… 我 …… 现 在 …… 在 想 什么 吗 ?” 
“ 族 ? 不 知道 。 


























话说 之 前 尤 里 也 问 了 差不多 的 问题 。 












































































































































































































































“知道 我 在 想 什么 吗 ?” 
“ 嗯 …… 那 个 ， 搞 得 这 么 正式 挺 不 好 意思 的 …… 我 想 跟 学 长 道谢 。 关 
于 “存在 无 数 个 基本 色 股 数 吗 ' 这 个 问题 ， 我 也 认真 地 想 了 。 我 真 的 有 认 
真 想 过 哦 。 今 天 听 了 学 长 一 席 话 ， 受 益 诽 小 。 我 知道 了 解决 “整数 ' 问题 
的 独特 方式 一 -奇偶 性 、 分 解 质 因数 、 乘 积 的 形式 、 平 方 数 和 互 质 。 感 













































































觉 整 数 发 出 了 “于 嘎 叶 嘎 ” 的 声音 。 我 之 前 一 直 以 为 整数 比 二 次 方程 式 和 
微 积分 简单 ， 但 是 我 错 了 。 整 数 虽然 看 似 很 简单 ， 但 不 能 小 看 它 ， 我 得 
端正 对 它 的 态度 …… 这 都 多 亏 了 学 长 不 厌 其 烦 地 帮 我 讲解 。 从 学 长 的 话 中 ， 
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我 总 能 学 到 学 校 和 书本 里 学 不 到 的 东西 ， 一 些 总 是 令 我 悦 然 大 悟 的 东西 。 
泰和 沙拉 说 着 ， 脸 舌 逐 渐 染 上 了 红晕 。 












































“很 多 事情 ， 我 之 前 都 认为 自己 是 “ 懂 ” 的 。 勾 股 定理 ， 我 懂 ! 整数 ， 
我 懂 ! 但 是 , 或许 我 只 是 “ 自 以 为 懂 '……” 
泰 末 拉 继 续 说 着 。 
“现在 我 很 明白 自己 不 太 懂 整数 。 不 过 有 学 长 在 ， 我 就 会 不 屈 不 挠 ， 
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脱身 …… 我 说 的 这 些 话 ， 是 关于 数学 ， 又 不 全 是 关于 数学 ……: 
改 打 拉 双 耳 通 红 ， 深 深 地 葛 了 个 躬 。 
“学 长 ， 谢 谢 你 带 给 我 这 美好 的 旅途 






































2.8 单位 圆 上 的 有 理 点 


























第 二 天 放学 后 ， 教 室 里 只 剩 下 我 和 米尔 项 。 
“找到 “ 某 个 无 数 存在 的 东西 ， 就 没 这 人 么 难 了 。 米尔 嘉 站 在 黑板 前 ， 
说 是 要 用 有 趣 的 方法 证 明 “单位 圆 上 存在 无 数 个 有 理 点 "。 
米尔 亮 担 着 粉笔 ， 在 黑板 上 慢 慢 地 画 了 一 个 大 圆 。 我 用 眼睛 追 痢 那 
美丽 的 轨迹 。 
“首先 再 来 确认 一 次 问题 。 米尔 幕 说 。 
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首先 再 来 确认 一 次 间 题 。 设 (z,y) 为 平面 坐标 上 的 一 个 点 ， 则 方程 
式 必 十 姑 二 1 表示 以 原点 为 中 心 ， 半径 为 1 的 圆 。 在 这 个 圆 上 “存在 无 
数 个 有 理 点 ”， 就 相当 于 方程 式 2? 十 二 1“ 存 在 无 数 个 有 理 数 解 "， 这 


两 个 命题 是 等 价 的 。 
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单位 圆 上 的 有 理 点 
































条 直线 《。 


























见 在 ， 通 过 圆 上 的 点 已 (-1,0)， 以 上 为 倾角 画 


























线 分 割 单位 医 
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一 点 相交 。 我 们 称 这 个 交点 为 @。 要 用 t 来 表示 点 @ 的 坐标 ， 只 要 





排除 直线 4 与 圆 相 切 于 点 P 的 情况 ， 除 点 P 之 外 ， 直 线 《 一 定 还 与 


因为 倾角 为 t 时 直线 通过 点 了 T(0,t)， 所 以 直线 《的 方程 式 如 下 。 
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全 十 只 =1 圆 的 方程 式 


y=tz+t 直线 4 的 方程 





解 这 个 联 立 方程 式 。 





面 的 联 立方 程式 即 可 。 因 为 联 立 方程 式 的 解 就 等 
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方程 式 所 表示 的 
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z+y =1 
z+ (tr+t) =1 





圆 的 方程 式 
CRAy=tr+t 











x +t2r +2tr+t=1 
2Z2 + tv? 十 2t2z | f=1=0 





> 





(2+ 1)r +2t r+ -l=0 









































] 二 次 方程 式 的 公式 来 解 也 可 以 , 不 过 








这 个 因 式 。 














将 1 移 到 等 式 左边 


a 2 


Fla 


St 








因为 三 十 1 了 0， 于 是 这 就 变 成 了 一 个 关于 zx 的 二 次 方程 式 。 虽 然 















































?9 


(z+D (人 +Dz+( 人 -1D)=0 


该 式 与 下 式 是 等 价 的 。 











Zz 十 1 二 0 或 者 (t?+4 





























因此 可 以 像 下 面 这 样 ， 用 t+ 表示 z。 





























1)z 


本 全 好 


和 二 这 














1 非 避 






































如 果 使 用 直线 方程 式 y = tz 十 t, 也 可 



































不 是 点 Q， 所 以 我 们 只 研究 x = 后 扣 的 | 


1+t2 

















jt 表示 y。 因 为 (z, y) = 
训 。 





点 (一 1,0) 的 z 坐标 可 知 ， 


z 二 一 1 是 这 个 二 次 方程 式 的 一 个 解 。 所 以 可 以 像 下 面 这 样 ， 提 出 z 十 1 





(—1, 0) 
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WL = 

1 十 友 工 十 友 
_ tl1 — £2)+t(l+t) 
1 十 妇 














六 





流 








EF 就 得 到 zw = 二 与 , y = 二 sz 。 这 就 是 点 Q 的 华 标 ， 即 
l=$ 28 
1 十 妇 : 1 十 友 
那么 ， 我 在 想 能 不 能 把 区 个 无 数 存在 的 东西 ” 一 对 


一 对 应 呢 ? 现在 我 们 关注 y 轴 上 的 点 T。 使 用 点 工 的 y 坐标 (t)， 通 过 加 
减 乘 除 运算 即 可 得 到 点 Q 的 
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[之 


E 标 。 也 就 是 说 一 一 如 果 点 全 是 y 轴 上 的 有 
点 Q 也 是 有 理 点 。 这 是 因为 将 有 理 数 进行 加 减 乘 除 运算 得 到 
的 还 是 有 理 数 。 可 以 通过 自由 变换 y 轴 上 的 无 数 个 有 理 点 得 到 点 T， 点 
T 不 同 ,交点 Q 也 不 同 。 综 上 所 述 ， 这 个 单位 圆 的 圆周 上 存在 无 数 个 有 
理 点 
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变换 点 T， 点 Q@ 也 随 之 运动 


解答 2-2 
以 原点 为 中 心 的 单位 圆 上 ， 存 在 无 数 个 有 理 点 。 






























































“原来 如 此 …… ”我 说 。 

你 还 没 发 现 吗 ? ”米尔 嘉 说 。 
“什么 ?” 
“今天 你 还 真 迟 印 啊 ， 我 是 说 泰 条 拉 。” 

“我 没 跟 她 一 起 吃 午饭 啊 。” 翻 什么 旧账 啊 ? 

“我 不 是 问 你 那个 ， 你 没 看 见 泰 淋 拉 的 卡片 吗 ? 将 a, b,c 设 为 自然 数 ， 
考虑 勾 股 定理 a? 十 b= c? ， 两 边 同时 除 以 c2 ， 会 出 现 什 么 ?” 
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“ 啊 ! (zy) = (4 ,区 是 z2 十 只 = 工 的 解 ! 从 色 股 定理 可 以 引出 单 
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“什么 ?1” 我 惊 有 呆 了 。 


“你 要 是 说 “出 现 了 单位 


£ a b 
星 点 (2, 2) 
在 无 数 个 有 理 点 ' 是 等 价 的 。 
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圆 上 的 有 理 点 ”就 好 了 。 不 同 的 基本 勾 股 数 ， 









































“存在 无 数 个 基本 人 勾 股 数 " 和 “单位 圆 上 在 
































张 卡 上 请 本 质 上 是 一 个 问题 。 














单位 


Sy 
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和 勾 股 数 的 关系 























“ 没 想 到 你 会 这 么 吃惊 ,你 真 的 一 直 都 没 注 意 到 吗 ? ”米尔 蜗 说 。 











泰 洲 拉 的 卡 

















上 写 着 整数 的 关系 。 




















FL 
显 | 
米尔 嘉 的 卡片 上 写 着 




















































































































里 数 的 关系 。 


意 到 是 同一 个 问题 …… 














“ 嗯 。 搞 得 你 这 么 失落 ， 我 也 挺 发 愁 的 。 把 卡片 组 合 不 是 村 木 老师 的 

















惯用 招数 吗 。 老 师 用 两 张 卡 





























睹 暗示 了 谜 题 。 "调查 方程 式 的 解 " 是 代数 题 ， 
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Se 


村 木 老师 想 让 我 们 看 








” 则 是 几何 题 。 代 数 与 几何 



































[8 

























































































个 世界 。 
个 世界 和 我 说 。 
““ 数 星星 的 人 ”和 “ 夯 星 座 的 人 ”。 这 两 种 人 ， 哥哥 你 属于 哪 种 ?” 





在 此 谷山 一 志 村 猜想 登场 。 


空前 绝 后 的 推测 ， 在 毫 无 关系 的 两 个 世界 间架 起 了 桥梁 。 
没 错 ， 数 学 家 这 帮 人 ， 非 常 喜欢 干 架 桥 这 种 事 儿 。 
一 一 《 费 马 大 定理 》D] 








啊 ， 为 什么 没有 人 跟随 自己 走向 那 适 远 的 地 方 ? 
宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 





























“ 蜂 ~ ”表妹 尤 里 挂 着 拐杖 进来 了 。 
点 多 ， 明 亮 的 日 光 从 窗户 





















































入 我 的 房间 。 





二 < 



























































“ 咽 ， 还 凑合 吧 。 手 术 时 间 不 长 ， 有 麻醉 也 不 疼 。 看 了 XXX 光 片 ， 不 














































































































1S 
算 什么 大 手术 ， 只 是 稍微 前 去 一 点 脚跟 的 骨头 。 不 过 ， 削 骨头 那 会 儿 的 
震动 感 还 留 在 身体 里 边 咏 肘 阮 黑 个 不 停 昵 ……” 





















































尤 里 支 好 拐杖 ， 在 椅子 上 坐 了 下 来 。 

“你 刚 吕 ， 应 该 在 家 里 多 休息 。” 

“哎呀 , 没事 的 。 话 说 , 我 有 件 事 想 拜 托 可 哥 …… 那 个 , 教 人 家 数学 呐 。” 
pp 
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“怎么 突然 说 这 个 ?” 


“上 次 哥哥 问 我 能 够 实现 完全 这 
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的 级 数 的 性 质 是 什么 ， 那 时 候 人 家 























没 能 马上 说 出 最 大 公约 数 对 吧 。 我 在 学 校 学 过 最 大 公约 数 。 人 家 虽然 箱 ， 
可 这 点 东西 觉得 自己 还 是 懂 的 。 但 听 着 听 着 哥哥 的 话 ， 才 发 觉 自己 其 信 








































































































哥哥 ， 人 家 想 要 加 倍 努 力 地 学 习 。 
“ 府 ?” 
“有 什么 奇怪 的 吗 ?” 

“不 不 , 一 点 都 不 奇怪 。 尤 里 很 了 不 起 ， 自 己 能 觉得 自己 “不 懂 ’。 

哥哥 我 惊讶 的 是 泰 傈 拉 …… 就 是 之 前 来 探望 你 的 我 的 那个 学 妹 。 她 也 说 
过 跟 你 很 像 的 话 一 一 “感觉 自己 不 懂 " 。 
本 上 oe Wi 
“刚才 你 说 的 那些 ,我 很 明白 。 比 如 倍数 。 说 起 自然 数 中 2 的 信 
数 ， 就 是 2,4, 6,8, 10 等 ; 问 起 12 的 约 数 , 稍微 想 一 下 就 能 知道 是 
1, 2, 3, 4, 6, 12。 这 些 例子 确实 简单 , 但 实际 很 深奥 哦 。 最 好 问 一 下 自己 
真 的 懂 倍 数 和 约 数 的 “真实 的 样子 ” 吗 ?” 































































































































































































































































































































































































“ 约 数 、 倍 数 还 有 质数 ……: 它们 的 定义 很 简单 ， 然 而 从 它们 衍生 出 的 
世界 是 奥妙 丰富 的 。 其 实数 论 的 最 尖端 , 还 在 进行 着 关于 “质数 ”的 研究 。” 
“ 咽 ? 质数 这 东西 , 不 是 早 就 弄 明 白 了 吗 ? 数学 家 们 居然 还 在 研究 ?! ” 
“对 。 要 不 要 先 学 学 质数 ? 沿 着 这 条 路 往 前 走 ， 远 方 甚至 连 着 现代 最 


尖端 的 数学 哦 。 当 然 ， 通 向 它 的 路 很 长 很 长 。” 
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我 打开 笔记 本 , 尤 里 一 如 既往 地 从 口袋 中 取出 眼镜 戴 上 , 凌 到 我 身边 。 


















































可 能 是 因为 阳光 吧 ， 一 瞬间 ， 她 的 马尾 辩 内 出 了 金色 的 光芒 。 



































“万 里 尔 四 长 计算 分 数 吗 ? 7 
“还 行 吧 。” 


“分 数 之 间 的 加 法 是 怎么 计算 的 ? 比如 说 ， 这 个 。 














































































































































































































1 和 
6 10 
“简单 。 化 成 司 分 母 相 加 就 好 了 。 咽 ……: 6 乘 以 5, 用 10 乘 以 3 ， 
个 分 母 都 变 成 30 ， 然 后 ……” 
1 1 1x5 1x3 
一 - NAN = \ 母 靳 [ 刘 二 | 六 
6 10 6x5 10x3 巴 分 子 和 分 母 乘 以 相同 的 数 
5 3 
一 一 一 a 于 4 二 :部 /人 
30 + a0 此 休 烛 分 
3+3 ee 
30 把 分 子 相 加 
= 语 相 加 后 的 双 
30 此 
8 
2 进行 约 分 
0 
= 后 约 分 后 的 结果 
15 = 口上 天才 











“哥哥 ， 这 样 就 可 以 了 吧 。” 
“是 呢 ， 通 分 然后 再 把 分 子 相 加 ， 最 后 约 分 。” 


“[ 国 77 











































































































“你 通 分 用 的 是 最 小 公 倍 数 ， 约 分 用 





IT 











的 是 最 大 公约 数 对 吧 。 
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“ 译 ? 呆 :…… 这 么 说 的 话 ， 是 这 样 啊 。” 
“把 自然 数 中 6 的 倍数 和 10 的 倍数 排 成 一 串 ， 此 时 首次 出 现 的 相同 
数字 就 是 6 和 10 的 最 小 公 倍 数 ， 也 就 是 30 对 吧 。” 


6 的 倍数 6 12 18 24 36 





10 的 信 妆 10 20 40 50 60 









































































































































































































































“ 约 分 的 时 候 ， 用 分 子 8 和 分 母 30 的 最 大 公约 数 2 除 分 子 和 分 母 。 
把 8 的 约 数 和 30 的 约 数列 出 来 ， 其 中 相同 的 数 中 最 大 的 那个 数 就 是 最 大 
公约 数 ， 也 就 是 2。” 

8 的 约 数 1 (2) 4 8 
30 的 约 数 | 1 @) 3 5 6 10 15 30 
本 通 分 : 把 6 和 10 的 最 小 公 倍 数 30 作为 分 母 
6 10 30 30 
30 
4 
-2 约 分 : 用 8 和 30 的 最 大 公约 数 2 除 分 子 和 分 母 
15 
= 
“15 

“那么 来 猜 个 六 ， 分 数 音 中 ， 分 子 4 和 分 母 15 的 关系 是 ?” 

知道。” 

“回答 得 也 太 快 了 ! 这 么 容易 就 放弃 了 啊 。” 

“我 又 没 学 过 4 和 15 的 关系 。” 

“不 ， 尤 里 的 专属 老师 应 该 讲 过 哦 。” 

“ 误 ? 就 是 说 哥哥 讲 过 ? 我 学 过 吗 ?” 

“答案 是 '…… 互 质 4 和 15 是 互 质 的 。 刚 才 你 用 最 大 公约 数 2 除 了 
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和 30， 出 来 的 结果 是 4 和 15。 因 为 除 完了 最 大 公约 数 ， 所 以 4 和 15 














的 最 大 公约 数 是 1。 最 大 公约 数 是 1 的 数字 ， 它 们 之 间 的 关系 称 为 互 质 。 


我 之 前 讲 过 吧 。 


兄 








7? 















































， 约 分 就 是 让 分 子 和 分 母 互 质 吗 ?” 
“对 啊 。 分 子 和 分 母 互 质 的 分 数 ， 称 为 最 简 分 数 ， 也 叫 既 约 分 数 ， 也 


一 





就 是 已 经 约 分 完 的 分 数 。 用 最 大 公约 数 除 两 个 数 ， 使 它们 互 质 的 计算 是 























基本 知识 。 要 好 好 留意 哦 。” 











“各 命 77 











“我 们 来 做 一 下 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 练习 。 我 写 下 了 问题 。 





问题 3-1 
假设 M 和 工分 别 表示 自然 数 ,5 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 。 


那么 , 请 用 M 和 工 表 示 @a x 5b。 















































哥哥， 人 家 不 懂 啊 。” 
“回答 得 太 快 了 ! 都 说 过 你 太 轻 言 放弃 了 ! ” 
“人 家 没 学 过 这 个 公式 嘛 !” 尤 里 嘟 起 了 嘴 。 


四 

















































































































“就 算 没 学 过 公式 ， 也 能 想 想 吧 。 好 吧 ， 那 我 们 一 起 想 。 
< 咽 ! 39 
“我 们 尽量 把 问题 具体 化 。 特 别 是 像 出 现 a,b, M, 工 这 样 很 多 变量 的 













































































情况 下 ， 代 入 具体 数字 思考 是 非常 关键 的 。 






































“ 举 出 具体 数字 就 行 吗 ?” 那 试 试 计 a=1,6=1 吧 ! axb=1x1l1=1。 
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ab 的 最 大 公约 数 就 是 …… 咽 ,是 1 对 吧 ， 也 就 是 说 M= 1。 然 后 最 小 


公 倍数 ……… 叮 ,， 厂 =1。 





























怎么 出 现 这 么 多 1 啊 ， 越 来 越 糊涂 了 。 
“我 说 啊 ， 尤 里， 全 在 脑子 里 想 的 话 ， 就 会 乱 成 一 锅 粥 的 。 好 好 用 表 




















































































































































































































A< 
格 总 第 一 RR 
a b axb|ML 
1 :1 1 | 1 1 
“很 麻烦 嘛 。” 
“ 尤 里 ， 让 a = 1,b= 1 的话， 它们 就 都 是 最 小 的 自然 数 ， 而 且 相 等 。 
这 是 极为 特殊 的 例子 。 所 以 试 着 想 想 a 关 b， 而 且 数 字 再 大 一 点 的 例子 。 
比如 说 ，a = 18,b = 24 怎么 样 ?” 
“知道 了 ， 我 试 试看 。a = 18,b = 24 的 话 ……: 














a=18 二 2x3x3 
b=24=2x2x2x3 

“你 分 解 了 质 因数 啊 。 我 说 。 
“ 虽 …… 最 大 公约 数 是 把 两 个 数 都 包含 的 数字 合 在 一 起 ， 它 们 都 包含 
一 个 2 和 一 个 3， 所 以 最 大 公约 数 是 2x3=6。 

“ 没 错 。 最 大 公约 数 M = 6。 那 么 ， 最 小 公 倍 数 呢 ? ” 

“最 小 公 倍 数 是 把 至 少 其 中 一 方 包含 的 数字 合 在 一 起 ,在 这 两 个 数 中 ， 
有 三 个 2 和 两 个 3， 所 以 最 小 公 倍 数 是 2x2x2x3x3=72。 


“最 / 


小 公 倍 数 工 =72。 那 么 ， 在 表格 中 再 追加 一 行 。” 














































































































































































































1 1 J 


a b axb|M LIL 
1 1 
18 24 432 | 6 


72 
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“怎么 用 6 和 72 得 到 432? ”我 说 。 
“不 是 改 乘 法 吗 ? ax b 就 等 了 于 Mx 五 吧 ?” 






































































































































“你 确认 看 看 。” 
axb=18x24=432 
MX LE 6X72 三 432 
“你 看 吧 ! 果然 没 错 ! 它们 都 等 于 4321” 
“是 呢 。 刚 好 a x b= M x 工 。 那么 在 这 里 , 我 来 简明 易 懂 地 说 明 一 下 。” 
“ 族 ? 39 
“再 写 一 次 将 a = 18, = 24 分 解 质 因数 的 过 程 。 这 次 我 们 试 着 把 位 



























































4 三 2 x 3 x 3 

b 0 2 x 2 x 3 x 3 
“同样 也 巴 M=6,L= 地 写 出 来 看 看 。” 

M = 2 Xx 3 

三 3X 3 





























“ 比 对 这 两 张 表格 ， 就 能 理解 a x b= M x 工 了 吧 。” 
一 点 儿 都 不 知道 ! ” 
“是 吗 ? 尤 里 刚刚 你 说 过 的 吧 ?” 



















































































最 大 公约 数 是 把 两 个 数 都 包含 的 数字 合 在 一 起 ”。 
“最 小 公 倍 数 是 把 至 少 其 中 一 方 包含 的 数字 合 在 一 起 ”。 
























































哥哥 听 得 好 仔细 啊 。 
“ 尤 里 说 的 “两 个 数 都 包含 的 数字 ”和 “其 中 一 方 包含 的 数字 旦 
“数字 ” 指 的 是 什么 ?” 
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面 的 





































































































































































































































































































































































































































































































66 第 3 章 互 质 
“是 2 和 3 啊 。 
“对 啊 。 分 解 质 因数 时 出 现 的 一 个 一 个 的 质数 就 叫 作 质 因数 。 尤 里 ， 
跟 我 说 一 次 “ 质 因 数 ”。” 
“ 译 ?“ 质 因数 ”"…… 为 什么 要 让 我 重复 ?” 
“出 现 新 词语 的 时 候 ， 自 己 反复 念 出 来 比较 好 哦 。 这 样 就 会 深 深 地 刻 
在 “ 心 的 索引 ”里 了 。” 
“ 族 ? 然后 呢 ?” 
“把 位 置 整合 以 后 写 出 来 就 会 发 现 ，a xb 和 AM x 工 的 合成 方法 不 同 ， 
但 出 来 的 质 因 数 是 相同 的 。” 
a 一 2 Xx x 3 
b 22 
axb = 2 x 2 x 22 x 32 x 3 
M 二 2 x 
L = 2 x 2 x 2 x x 3 
MxL 2 x 2 x 22 x x 3 
“确实 ， 很 明显 a x b= M x 工 ， 它 们 分 别 乘 起 来 的 东西 是 一 样 的 。” 
“东西 7” 
“ 啊 …… 乘 起 来 的 质 因数 是 一 样 的 。” 
“ 嗯 ， 分解 质 因数 ， 就 是 把 自然 数 分 解 成 质 因 数 的 乘积 。 分 解 质 因 数 
非常 重要 ， 因 为 它 能 让 我 们 看 到 自然 数 的 结构 。” 
“分 解 质 因数 ， 有 这 么 重要 啊 ……” 
“想到 这 里 ， 我 们 就 很 清楚 a x b= M x 工 的 关系 了 。axb 是 ‘a 的 
所 有 质 因数 " 和 “b 的 所 有 质 因数 ” 的 乘积 。 而 M x 工 从 结果 上 来 说 也 是 
一 样 的 。 因 为 最 大 公约 数 M 是 “a 和 b 所 有 重复 的 质 因 数 ' 的 乘积 ， 最 
小 公信 数 工 是 “ 除 a 和 bb 重复 的 质 因 数 之 外 的 所 有 质 因数 ”的 乘积 。” 




















解答 3-1 
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假设 M 和 L 分 别 表示 





然 数 ,8 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 。 








那么 ， 


是 成 立 的 。 


“请 听 题 。 把 a 和 分 解 


已 


E? 


3 





什么 关系 


m0 VM, 





# 光 式 。 这 时 c 和 "是 




















质 因数 ， 变 成 以 下 这 和 




















































































































因数 对 吧 。 

















“知道 了 知道 了 知道 


I 道 了 知道 了 ! ” 



































“你 说 了 五 次 “知道 
“qa 和 5b 是 “ 互 质 


“对 ， 完 全 正确 
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77 
o 

















i 
的 天 系 !” 


质数 。” 











于 哥 ! 人 家 可 能 
‘ 那 就 太 好 了 。” 




















J] 惧 说 “ 互 质 "” 了 1!1” 


已 经 > 
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3.4 打破 砂锅 问 到底 的 人 























“用 脑子 用 得 肚子 都 俄 了 。 我 想 吃 那 个 !” 
里 指 着 一 瓶 糖果 。 
“我 讨厌 沽 人 荷 ， 要 柠檬 的 …… 谢 谢 。 之 前 哥哥 说 过 人 家 是 “打破 砂锅 
问 到 底 的 人 ” 对 吧 。 但 是 哥哥 才 是 这 种 “打破 砂锅 问 到 底 的 人 ” 呢 。 学 
校 的 老师 都 不 会 去 确认 我 们 有 没有 理解 。 老 师 只 是 问 一 下 “大 家 都 听 懂 
了 吧 ? 而已， 然后 就 不 管 我 们 ， 想 往 下 讲 了 。 这 时 候 怎么 可 能 有 人 会 
站 出 来 说 “老师 我 不 懂 ” 呢 ? 教 室 都 是 一 片 寂 静 的 , 然后 老师 就 往 下 讲 了 。 
为 什么 要 那么 着 急 往 下 讲 啊 ! 有 时 候 认真 思考 过 后 ， 想 问 的 东西 
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则 












































“那个 ， 我 想 向 哥哥 学 习 ， 因 为 我 觉得 跟 哥 哥 说 什么 都 没关系 。 即 使 
我 说 “不 知道 ,哥哥 也 不 会 对 我 发 火 。 即 使 我 说 了 “我 明白 ”以 后 再 来 
句 “我 果然 还 是 不 知道 '， 哥 哥 也 不 会 神 我 生气 。 不 管 我 反复 问 多少 次 ， 
村 哥 都 会 陪 着 我 直到 我 弄 明 白 为 止 。 这 就 是 我 为 什么 喜 …… 嗯 咽 。” 

尤 里 抱 着 用 膊 独自 点 头 。 
“和 算 了 ， 总 之 人 家 想 多 学 一 些 。 
“那么 ， 我 来 出 下 一 个 问题 吧 ?” 
“不 好 意思 ， 哥 哥 讲 之 前 ， 我 能 去 趟 洗手 间 吗 ?” 
阿 ， 去 吧 ， 不 用 客气 ， 尔 去 巴 .……， 2 
“不 是 说 这 个 啊 ， 人 家 一 只 脚 站 着 太 费 劲 了 。” 
啊 ， 对 了 ， 拐 杖 。 我 拉 起 尤 里 的 手 。 
“谢谢 哥哥。 你 真 温柔 。 顺 便 借 我 一 下 肩膀 。” 
“ 咱 俩 有 身高 差 ， 还 真有 点 难度 。 话说 你 居然 这 么 沉 1” 
“ 真 …… 真 没 礼貌 ! 居然 对 一 个 弱 女 子 这 么 讲话 ! ” 
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我 的 着 名 






































就 在 天 


认 ? 为 什么 米 
“二 人 三 足 ? 看 走 


PF“ 暧 暧 的 FP 





























里 的 弱 女 子 ( 


Vi 9 
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现 了 。 





< Arz 二 人 
小 责 会 吕 


加 | 








称 )， 寺 
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巴 她 提 





现在 我 家 ? 











局 如 








长 挺 开 心 





由 











[SE 





认 ? ”我 混乱 了 。 


嘛 。” 米尔 嘉 若 无 其 








事 地 说 道 。 






































NO 


放 
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了 。 尤 里 小 














声 地 说 。 


























正好 ， 这 是 你 哥哥 的 同班 同学 米尔 嘉 。 我 妈 突 然 出 现 说 
你 们 拿 点 喝 的 。 




















房间 。 感 觉 真 奇妙 

















去 
1 可 o 








来 了 茶 和 
“ 慢 慢 聊 哦 。 




















地 ， 











;什么 








“好 的 。” 米 尔 嘉 优 
事 ? ”我 问 。 


























UL 


在 我 的 








My。 














区 包 里 




































































K 送 给 我 的 吗 ? 
十 肘 


微微 我 (可 可， 介绍 一 下 )。 



























































入 是 我 表妹 尤 里 ,今年 上 初 二 。” 
知道 她 。” 米尔 圳 说 。 








到 了 厕所 。 总 感觉 她 ] 





，“ 我 去 给 
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Re 








F 么 知道 ? 








认 ? 她 为 人 
班 同 

















品 ] 


学 米尔 需 ， 跟 我 一 个 年 级 。 




















“这 位 是 我 
“同班 同学 当然 是 





这 个 


么 说 也 对 。 





si 
竞 。 





FE 级 的 啦 。” 


[oe 


一 个 年 























吉 奖 
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襄 凝 视 




















子 米 尔 嘉 ， 但 很 快 就 把 头 低下 了 。 





亡 旨 








米尔 


























这 场 视 线 压 力 





万 日 





-天 
三 








= 9 



































“你 跟 尤 9 
“是 吗 
“ 哦 ? ”米尔 天 
“刚刚 教 到 “ 


F 代 








段 设 



































] 刚 我 本 


j M 和 工 表 示 a xb 这 个 





像 。” 米 
FE 好 在 教 她 数学 。” 








表示 a 和 "的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 ， 
问 。” 尤 里 对 我 说 。 


M 和 工分 别 
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对 吧 





























[e] 


本 
Gus 


米尔 嘉 迅 速 财 -| 
“ 那 ， 我 来 说 说 





















































280 三 2.2:2-5.7 
= 23.3° 
= (3,0, 1,1,0,.…: 


x 工 。” 米 尔 襄 立刻 


上 眼 ， 手 指 
质数 指数 记 数 法 


指数 i 








加 
3 





























上 
日 去 jJ 











了 眼 。 




















= 

















哎 E 因数 的 指数 。 比 如 说 ,将 n= 280 像 











将 280 分 解 质 因数 
留意 质 因数 的 指数 
只 将 指数 聚 在 一 起 
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:Bl v9! 
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像 (3,0,1,1,0,…) 这 种 表示 方法 ， 就 称 为 质数 指数 记 数 法 。 此 外 ， 
我 们 把 其 中 的 数字 3, 0, 1, 1, 0,… 称 为 成 分 。 成 分 列 是 无 穷 数列 ， 但 最 
后 以 0 无限 持续 下 去 ， 所 以 实际 上 是 有 穷 数列 。 

30 指 的 是 质 因 数 中 含有 0 个 3， 也 就 是 说 不 含有 3 这 个 数 。 因 为 30 
等 于 1， 所 以 可 以 理解 为 乘 以 了 一 个 1。 
般 情 况 下 ， 自 然 数 ”的 质数 指数 记 数 法 可 以 写成 下 面 这 种 形式 。 








































































































































































































Ts 


= (n2,n3,n5,n7, N11, *) 























在 这 里 ny 表示 将 自然 数 ”分 解 质 因 数 的 时 候 ， 出 现 了 多 少 个 质数 p。 
例如 , m =280 时 ，na=3,ns 一 0,n5 一 1,m07 一 1)mn11 一 0 。 

因为 分 解 质 因 数 丰 性 ， 所 以 这 个 质数 指数 记 数 法 和 自然 数 是 
一 一 对 应 的 关系 。 也 就 是 说 , 任何 自然 数 都 可 以 用 质数 指数 记 数 法 来 表示 。 
相反 地 ， 质 数 指数 记 数 法 中 也 存在 着 与 其 对 应 的 自然 数 。 


Bb 么 ， 我 给 尤 里 你 出 个 题 。 
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“那么 ， 我 给 尤 里 你 出 个 题 。 下 面 的 质数 指数 记 数 法 表示 的 是 什么 
然 数 ? ”米尔 喜 在 笔记 本 上 写 下 了 如 下 数字 。 




















pa 








(L050,.0, 003=.) 




















“对 ， 等 于 2。 米尔 喜 说 。 


(1,0, 0,0,0,.…) = 2 .3°.5°.7°.110.... 
= 


72 第 3 章 互 质 












































尤 里 轻 轻 点 了 点 头 ， 感 守 


“那么 ， 下 一 个 问题 。 这 





(0;.1;50; 0; 9052 

















“3 吧 。 尤 里 声音 小 到 几乎 听 不 见 。 
“ 没 错 。 这 就 好 。 米尔 需 说 。 











(0,1,0,.0,0，) = 2° 31.50 .7 11. 


一 3 





“这 你 明白 吗 ? ”米尔 嘉 继 续 问 道 。 





























(1, 0, 2, 0, 0,.….) 

















“不 知道 。 无 里 马上 回 道 。 















































“不 行 。 米尔 嘉 眼 神 一 下 子 变 凶 了 ,“ 你 这 







































































米尔 嘉 严 厉 的 语气 让 万 里 僵 住 了 
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总 
五 
只 
这 





度 就 让 



























































可 是 ， 人 家 就 是 不 知道 嘛 。” 尤 


“ 尤 里 能 管 出 来 , 只 是 怕 说 错 而 























et 


lo 























“因为 害怕 ， 所 以 就 想 “与 其 











里 含 含糊 糊 地 说 。 
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E 明 了 你 根本 























米尔 嘉 一 下 子 把 脸 凑 到 尤 里 

















I 
































说 错 ， 不 如 干脆 说 不 知道 好 了 ” ， 对 吧 ?” 




















Sa 尤 里 C 言 以 对 。 
“ 胆 小 99 









































“是 271” 尤 里 半 带 加 腔 



























































“ 错 了 。” 米尔 嘉 立 刻 说 道 ,“ 最 后 不 是 加 法 。” 





“ 啊 , 对 啊 。 是 乘法 。 是 5 
“对 。 这 样 就 对 了 。 


























0。 无 里 











伶 平静 , 像 没 发 生 ; 











王 何事 般 
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(1 0,2,0,0,…)》 一 21.30.52.70.119... 











“米尔 嘉 ， 人 家 明 上 








25 


一 50 


























“是 吗 ? 


那么 ， 这 个 

















“不 知道 。 尤 里 说 。 


























了 。 质 数 指数 记 数 法 。 











尼 ? ”米尔 嘉 又 问 道 。 











(0, 0, 0, 0, 0 …) 


















































































































































































































































“无 里 。 米尔 嘉 声 音 中 带 着 几 分 威严 。 
“0?” 尤 里 说 。 
“不 对 。 你 怎么 算 的 ?” 
“因为 全 部 都 是 0， 乘 起 来 就 是 0。” 尤 里 说 。 
“你 怎么 算 的 ? ”米尔 嘉 又 重复 了 一 遍 。 
“都 说 了 ， 全 部 …… 啊 ， 这 样 啊 。2 .39 .59.70%.11?..….， 所 以 答案 
时 1” 
“好 的 。” 
(0, 0, 0,0,0,.…) = 2° .3° .5° .7°.110.... 
=1:1:1:1:1 
=1 
“万 里 ， 答 得 不 错 哦 。 
米尔 亮 露出 了 笑容 ， 那 笑容 温柔 得 仿佛 能 包容 一 切 。 
3.6.2 节奏 加 快 
米尔 嘉 喝 了 一 口 茶 之 后 ， 像 节拍 器 打 节 样 挥 动手 指 ， 非 常 有 市 
笑 地 问 尤 里 :“ 质 数 指数 记 数 法 (n2, ns,n5,n7,n11,…) 中 ， 其 中 一 个 成 
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分 为 1， 剩 下 的 成 分 都 为 0 的 数字 mn， 我 们 管 它 叫 什 么 好 呢 ?” 
质数 ? ” 尤 里 回答 。 
“好 。 那 么 ， 所 有 成 分 都 为 偶数 的 数字 ， 我 们 叫 它 什 么 ? ” 
我 不 知 …… 等 等 ， 让 我 想 想 。” 
里 从 米尔 嘉 手 里 接 过 了 铅笔 ， 在 笔记 本 上 写 写 画 画 ， 开 始 思 考 。 
米尔 高 真 是 厉害 啊 …… 把 尤 里 摸 得 很 透 。 确 实 ， 尤 里 有 时 候 会 不 假 
思索 就 回答 “不 知道 ”。 
“我 或 许 弄 错 了 ， 难 不 成 是 …… 开 平方 后 是 自然 数 的 数 ?” 尤 里 说 。 








«4 


























“ 打 比 方 说， 什么 数 9 
啊 , 9 啊 ，16 啊 

















人 Ar 























































































































下 嘉 说 。 






































“好 的 。 尤 里 你 理解 得 很 正确 。 你 说 的 那个 叫 作 平方 数 。” 
“平方 数 。” 尤 里 重复 了 一 遍 。 

质 便 问 一 句 ，1 是 平方 数 吧 ?” 

en 

“即使 用 质数 指数 记 数 法 表示 1， 其 所 有 的 成 分 也 是 偶数 ?” 
“因为 1= (0,0,0,0,0,…)， 所 以 …… 对 ， 确 实 是 偶数 1” 











3.6.3 ”乘法 运算 


米尔 嘉 继续 流 











“那么 ， 








夯 地 说 











o 








接 下 来 我 们 








试 大 



























































记 数 法 来 表 


现 


日 质数 指数 记 数 法 做 











F 乘 法 。 











质数 指数 

















个 

















1 





“此 时 ， 








个 





然 数 














然 数 a 和 b， 结 5 














Q 一 (a2, Q3,Q5), Q7, 


b= (b2, 03， 05， 07， 








如 下 。” 


) 








a 和 5 的 乘法 运算 表示 如 下 。” 


3.6 





a:b= (a2 二 b2,a3b3,a5+b5,071+ 于 
































这 是 指数 寡 运 算法 则 






































:的 一 种 。 很 
































算 更 复杂 ， 可 在 这 
































~ 常用 的 位 值 制 记 数 法 。” 
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和 意思。 乘法 运算 本 I 比 加 法 运 
9 接 将 成 分 相 加 就 完事 了 。 为 什么 呢 ?” 我 们 来 列 一 






























































位 值 制 记 数 法 质数 指数 记 数 法 
12 x 30 人 
| 乘法 运算 | 加 法 运算 
360 (3,2, 1, 0,.…) 
位 值 制 记 数 法 和 质数 指数 记 数 法 
“能 用 简单 的 加 法 运算 实现 复杂 的 乘法 运算 ， 是 因为 质数 指数 记 数 法 
是 在 完成 分 解 质 因数 这 一 麻烦 的 计算 后 进行 的 。 质 数 指数 记 数 法 能 明确 
数字 的 结构 。” 





























米尔 器 看 着 尤 里 缠 满 纳 带 的 脚 说 道 。 












































“质数 指数 


3.6.4 最 大 公约 数 


忆 数 法 ， 








是 能 看 到 数字 骨 架 

















这 次 是 最 大 公约 数 。 米尔 嘉 说 ， 
自然 数 a,b 的 最 大 公约 数 呢 ? 尤 里 














“好 的 , 我 想 想 。” 尤 里 


结构 的 X 光 射线 。 















































“用 质数 指数 记 数 法 可 否 表 示 
旦 ， 你 想 想 看 。” 








Q 一 (a2, 43, 5) a7, 2) 


b= (b2, 03， 05， 07， a 


























人 台 思 考 a 然后 ， 


) 











不 写 数 学 公式 可 以 吗 ? 



































人 家 知道 的 数 全 




















公式 写 不 出 3 线 … 时 

















她 突然 抬 起 头 阅 “米尔 嘉 ， 
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“把 你 想 表达 的 东西 说 出 来 看 看 。” 

“我 想 写 “两 个 数字 中 较 小 的 那个 和 ……… 

“ 较 小 的 那个 ? 是 比 另 一 个 数字 小 还 是 小 于 等 于 另 一 个 数字 ?” 

“ 咽 ……， 阿 ! 小 于 等 于 另 一 个 数字 ! 7” 

“如 果 有 想 写 的 东西 ， 新 定义 一 个 函数 就 好 。 比 如 说 ， 定 义 一 个 函数 























min(z,y)。” 




















min(z,y) = 二 (zz 和 y 中 小 于 等 于 另 一 个 数字 的 数 ) 


“定义 ?” 

“就 是 确定 必要 的 函数 。” 

“我 自己 也 可 以 定义 吗 ?” 尤 里 问 。 

“当然 。 不 定义 就 没 法 用 了 吧 ? ”米尔 嘉 说 , “这样 定义 也 可 以 。” 


| 7 (z<y 时 ) 
min(z,y) = 
(之 y 时 ) 





























































































































“最 大 公约 数 已 经 可 以 用 min(z,y) 表示 了 。 ” 尤 里 说 。 








(a 和 的 最 大 公约 数 ) = 


(min(a2, b2), min(as, 03), min(as, b5), min(a7, b7), +…:) 




















这 样 就 行 了 ， 尤 里 。” 米尔 嘉 点 头 。 
. ” 尤 里 说 。 












































全 
bs 
< 
7 
2 
es 
= 
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是 这 样 啊 ， 











这 时 ， 米 尔 嘉 忽然 压低 了 嗓音 。 
“那么 ， 跟 矢量 一 起 ， 疝 着 无 限 维 空间 出 发 吧 。 
米尔 嘉 总 把 向 量 叫 作 矢量 。 
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3.6.5 向 着 无 限 维 空间 出 发 

向 着 无 限 维 空间 出 发 吧 。 
等 质 数 指数 记 数 法 的 (nz,n3s,ns,n7,…) 看 成 无 限 维 空 间 的 矢 
量 。 因 为 是 无 限 维 空间 ， 所 以 有 无 数 个 坐标 轴 。 各 坐标 轴 与 质数 对 应 ， 
n2,n3,n5,n7,"…… 为 各 个 坐标 的 成 分 。 
某 个 自然 数 对 应 此 无 限 维 空间 里 的 一 点 。 
把 某 个 自然 数 分 解 质 因 数 ， 就 意味 着 找寻 这 个 点 在 坐标 轴 上 的 投影 。 
bh 么 ， 两 个 自然 数 “ 互 质 "， 在 几何 上 对 应 着 什么 呢 ? 
如 果 两 个 数 “ 互 质 *" ,那么 它们 的 最 大 公约 数 等 于 1。 用 质数 指数 记 
数 法 来 表示 1 就 是 (0, 0, 0, 0,…)。 求 最 大 公约 数 ， 就 是 求 质数 指数 记 数 
法 中 每 个 成 分 各 自 的 min(ay, bp)。 所 以 “a 和 互 质 ”意味 着 “关于 所 在 
质数 p， 都 存在 min(ayp, bz) = 0。” 





























































































































































































































































































































































































































a 和 b“ 互 质 ” < 全 关于 所 有 质数 p， 都 存在 min(ay, by) =0 























记 ee 
上 0。 


人 E 地 各 














这 





























换 句 话说 ， 就 是 关于 所 有 质数 p，ay 或 加 
个 也 可 以 说 成 ， 两 个 矢量 不 会 投影 在 同一 坐标 轴 上 。 


































































































总 之 ， 这 就 说 明 两 个 矢量 “垂直 "。 基 于 这 个 结论 ， 也 有 数学 家 把 
和 b“ 互 质 ” 直接 写成 w 上 b。 因 为 上 形象 地 表示 了 垂直 的 情况 。 





































































































a 和 6b“* 互 质 ” < 人 > alb 












































“ 互 质 ”是 数论 的 表现 形式 ,“ 垂 直 ” 则 是 几何 的 表现 形式 。 
几何 给 了 我 们 丰富 多 彩 的 表现 形式 。 
































© © © 


























“几何 给 了 我 们 丰富 多 彩 的 表现 








山形 式 。” 米 尔 嘉 总 结 道 。 


时 
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尤 里 彻底 心服 口服 , 绒 口 不 语 。 不 , 我 也 一 样 ,已 经 不 知道 说 什么 好 。 


























3.7 米尔 嘉 大 人 






































我 把 米尔 嘉 送 去 车 站 ,一 回 到 家 尤 里 就 抓 着 我 问 :“ 哥 哥 …… 出 “ 找 
不 同 ' 题 的 ， 就 是 她 吧 ?” 

“ 咽 。 你 怎么 知道 的 ?” 

“笔迹 啊 ， 笔 迹 ! 啊 啊 ， 头 发 能 不 能 再 长 长 点 啊 …… 但 是 人 家 是 茶色 
头发 ， 这 就 怎么 也 长 不 成 乌黑 美丽 的 长 发 了 吧 ， 米 尔 嘉 大 人 真是 了 不 起 










































































































































































米尔 吉 大 人 ? 
“为 什么 能 那么 毅然 决然 地 下 定论 啊 。 人 家 疏 伯 都 要 迷 上 她 了 …… 









































去 的 时 候 她 还 提 了 一 句 泰 呆 拉 ， 泰 采 拉 一 定 也 是 那么 了 不 起 的 人 吧 :……” 
“说 起 泰 条 拉 ……” 我 说 ,“ 你 住院 那 会 儿 把 她 单独 叫 过 去 了 吧 ? 那 
时 候 ， 你 们 到 底 说 了 什么 ?” 

























































































万 里 拨弄 着 头发 ， 哪 咯 了 一 句 。 





























“我 只 是 告诉 她 , 表妹 是 四 亲 等 旁 系 血亲 , 所 以 可 以 跟 表 哥 结婚 哦 ……” 









































全 世界 的 数学 家 们 啊 ， 不 要 再 等 了 。 

只 要 导入 新 的 符号 ， 就 可 以 更 明确 地 写 出 大 量 的 公式 。 

m 和 nn 互 质 时 ， 写 作 m 1 n， 读 作 巩 质 于 nn， 如 何 呢 ? 

葛 立 恒 ， 高 德 纳 ， 帕 塔 许 尼克 ，《 具 体 数学 : 计算 机 科学 基础 》P0 
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No. 


Date 








我 的 笔记 





























实际 画 出 质数 指数 记 数 法 的 向 量 。 但 是 因为 画 不 出 无 限 维 空间 ， 就 





























用 二 维 代替 ， 即 只 有 两 个 质数 的 世界 。 这 个 世界 中 的 质数 指数 记 数 法 ， 

















其 成 分 为 以 下 两 个 。 


(n2,n3) "2 3 


























a 和 5 的 最 大 公约 数 = (min(1, 3), min(2, 1)) 
= (1, 1) 
二 二 .31 
三 属 
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No. 


Date 








垂直 的 例子 ( 互 质 的 例子 ) 











a 和 bb 的 最 大 公约 数 = (min(0, 3), min(2, 0)) 
= (0, 0) 
一 20 .30 


三 法 

















第 4 章 


反 证 法 





可 是 ,无 论 他 怎么 看 ， 
空 都 不 像 白天 老师 说 得 那么 空旷 和 毫 无 生气 。 


何止 如 此 ， 

他 甚至 觉得 ， 

越 看 天 空 越 像 一 片 小 树林 ， 
或 是 一 片 原野 。 


宫 泽 贤 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 





4.1 家 中 


4.1.1 定义 
“哥哥 ， 哥 可 ， 我 说 哥哥 ! ” 
今天 是 周 六 ， 尤 里 刚刚 还 在 我 房间 里 懒 洋洋 地 看 书 ， 突 然 就 路 着 腿 
叫 了 起 来 。 尤 里 的 脚 看 来 已 
“ 啥 事 ? 你 不 是 在 看 书 吗 ?” 
“ 太 无 聊 中 入 
“好 好 ， 那 么 我 就 出 个 著名 的 证 明 题 。” 
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ny 
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Er 






































84 第 4 章 反 证 法 





问题 4-1 


证 明 V2 不 是 有 理 数 。 
























































“这 个 人 家 不 会 …… 等 等 , 嗯 , 这 道 题 我 在 学 校 做 过 ! 老师 讲 得 很 复杂 ， 
说 什么 假设 V2 是 有 理 数 ， 就 可 以 说 V2 是 有 理 数 。 如 果 可 以 说 V2 是 有 
理 数 ， 因 为 V2 是 有 理 数 …… 不 好 意思 ， 我 证 明 不 了 。” 

E…… 算 了 ， 那 我 们 来 一 起 想 吧 。” 
“ 嗯 ! 一 起 想 啊 ， 真 好 ! ” 
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“解数 学 题 的 时 候 ， 关 键 在 于 读 清楚 问题 。” 

“这 是 必然 的 啊 ， 不 读 怎么 解 啊 。” 

“可 是 ， 有 很 多 人 不 读 问题 就 开始 解 题 了 。” 

“还 有 这 种 人 ?” 

“ 咽 咽 …… 我 说 的 有 点 过 了 ， 应 该 是 有 些 人 不 理解 问题 的 含义 就 开始 
解 题 。” 




















问题 的 含义 ? 读 一 下 间 题 不 就 知道 了 ?” 


读 问 题 的 “深度 可 是 因 人 而 异 的 。 












































卖 问题 的 时 候 ， 重点 在 于 弄 清楚 定义 。” 
“定义 又 是 什么 来 着 ?” 
“我 们 就 在 弄 清 楚 “ 定 义 的 定义 '。” 我 微笑 着 说 道 ,“ 定 义 是 语句 的 严 
格 含义 。 就 “证 明 V2 不 是 有 理 数 ” 这 个 问题 来 说 ,我 们 需要 回答 下 面 这 


两 个 问题 。 















































































































































。V2 是 什么 ? 
。 有 理 数 是 什么 ? 






































“好 麻烦 呀 。 必 须 一 个 个 回答 吗 ?” 
万 里 摇晃 着 头 ， 马 尾 辫 也 跟 痢 一 摇 一 摆 的 。 




































































“必须 一 个 个 回答 。 不 理解 定义 就 解 不 了 题 啊 。” 
“ 唔 …… 好 吧 ，V2 我 还 是 懂 的 。” 
“ 那 你 说 说 看 吧 ，V2 是 什么 ?” 


























































































































“这 个 简单 ， 平 方 等 于 2 的 数 对 吧 ? 啊 ， 对 了 ， 得 是 正 数 。 负 数 情况 
下 一 V2 的 平方 也 等 于 2。” 尤 里 大 幅度 地 点 着 头 ， 一 副 得 意 的 样子 
“我 就 知道 你 肯定 懂 。 不 过 这 么 管 不 好 。 比较 一 下 下 面 这 两 种 说 法 看 看 




















































































































x“ 平 方 等 于 2 的 数 对 吧 ? 啊 ， 对 了 ， 得 是 正 数 。” 
O 〇 “V3 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 。” 




































































“老师 ， 人 家 知道 啦 。 ' V2 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 '， 这 样 就 行 





了 吧 。” 
























































































































































“ 嗯 ， 很 好 。 那 接 下 来 是 有 理 数 的 定义 。 这 个 你 懂 吗 ?” 
“ 叫 ………“ 有 理 数 是 能 用 分 数 表示 的 数 " ， 这 样 吗 ?” 
“可 惜 啊 ， 答 错 了 。” 

“ 族 ?! 有 理 数 不 就 是 像 3 和 一 这 样 的 分 数 吗 ?!1” 

“ 按 你 这 人 么 说 ，x2 也 算是 有 理 数 唆 ? ”我 说 。 


















































“ 啊 ， 这 个 不 算 。 应 该 说 是 可 以 用 疼 的 形式 表示 的 数字 ! ” 





























“大 致 说 对 了 。 但 是 分 母 不 能 为 0。 所 以 应 该 说 ， E 数 指 的 是 能 
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于 的 式 表 示 的 数 3 a 
“整数 指 的 是 … ,一 3, 一 2, 一 1, 0, 1, 2, 3, … 这 样 的 数字 吧 ?” 


“对 。 整 理 一 下 就 是 下 ” 


























这 样 。 














TI 











。 整数 指 的 是 .…, 一 3, 一 2, 一 1, 0, 1, 2, 3, … 这 样 的 数字 。 


并 三 十 | 4 整数 i y 
二 有 理 数 指 的 是 能 | 相交 三 的 乡 式 表示 的 数字 。 
















































































































































































































































































86 第 4 章 反 证 法 

“ 唉 ， 光 读 问 题 就 很 累 了 虹 。” 尤 里 说 。 

“习惯 了 就 好 啦 。 养 成 弄 清 定义 的 习惯 ， 这 点 也 是 非常 重要 的 哦 。” 

“问题 不 要 爽快 地 一 读 而 过 ， 而 是 要 粘着 它 去 读 。” 

“粘着 它 ?” 

“就 是 静 下 心 来 仔细 读 啦 1” 

“这 无 所 谓 了 …… 刚 刚 我 写 出 了 整数 和 有 理 数 的 定义 。 读 数学 书 要 带 
将 问题 去 读 ， 要 一 边 问 自己 “定义 是 什么 ' 一 边 读 。” 

“要 是 有 不 懂 的 词语 该 怎么 办 ?” 

















= 
“看 这 本 书 的 索引 。” 














的 是 书 最 前 画 




































































的 那个 吗 ?” 








， 书 最 前 面 的 是 目录 。 目 录 位 于 书籍 开头 ， 















































章节 标题 。 而 素 引 位 于 书籍 的 最 后 ， 


释 的 时 候 就 
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词 的 书 上 肯定 会 有 索引 。” 


6 


“ 太 好 啦 ! 简 站 





























有 话说 哥哥 老师 ， 人 家 都 累 了 ， 咱 人 





孩子 们 ! 

















薄 前 人 饼 烤 好 了 哦 ! ”厨房 传 来 我 妈 的 


用 到 索引 ， 教 科 




















































































































是 心灵 感应 ! ” 尤 里 说 。 


“是 食欲 的 力量 。 我 说 。 





“是 啊 ， 加 
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满 了 刚刚 烤 好 的 薄 煎 饼 。 
V2 不 是 有 理 数 吧 。 我 说 。 


的 时 候 不 要 讨论 数学 题 。 我 妈 说 。 

















证 浆 吗 ? ” 尤 卓 























有 望 着 糖浆 及 于 o 
拿 大 原 产 ，100% 纯 天 然 。” 




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































4.1 家 中 87 

“ 真 好 吃 。” 尤 里 咬 了 一 口 薄 前 人 饼 。 

“ 尤 里 真是 个 好 孩子 。” 我 妈 笑 盔 硬 地 开始 洗 平底 锅 ,， “红茶 再 过 一 会 
就 好 了 。” 

“ 接 下 来 呢 ?” 尤 里 对 我 说 。 

“ 试 着 说 说 接 下 来 要 证 明 的 命题 。 

“命题 是 什么 ?” 

“对 对 ， 这 种 态度 好 ， 就 是 要 抱 有 想 弄 清楚 定义 的 这 种 态度 。 命 题 是 
可 以 判断 真 假 的 数学 概念 。 打 个 比方 , 像 “ V2 不 是 有 理 数 ”“ 存 在 无 数 个 
质数 ” 这样 的 就 是 命题 。 再 说 得 简单 点 , “1 十 1 等 于 2” 这样 的 也 是 命题 。 

“我 懂 了 。 命 题 对 吧 。 拿 点 黄油 给 我 。 

“给 。 那 来 猜 个 迷 ,“1 +1I 等 于 3 是 命题 吗 ?” 

“不 是 啊 ， 因 为 1 十 1 等 于 2 嘛 。” 

“不 不 , “1 十 1 等 于 3 ”也 是 命题 。 这 是 假 命题 , 也 就 是 不 正确 的 命题 。 
因为 命题 是 可 以 判断 真 假 的 数学 概念 ， 所 以 有 真 命题 ， 也 有 假 命 题 。” 

“有 没有 无 法 确定 是 否 正 确 的 观点 呢 ?” 

“比如 说 “ 枫 糖 浆 很 好 吃 ” 是 尤 里 你 的 观点 ， 可 这 个 观点 并 不 是 命题 。 
栅 糖 浆 好 不 好 吃 因 人 而 异 ， 这 不 是 能 从 数学 上 判断 真 假 的 东西 。 那 么 ， 
我 们 接 下 来 要 证 明 的 命题 是 什么 来 着 ?” 

“ 接 下 来 要 证 明 的 命题 是 …… “V2 不 是 有 理 数 ”"， 对 吧 ?” 

“ 咽 。 没 错 。 要 解 证明 题 的 时 候 ， 应 该 彻底 弄 清 楚 接 下 来 要 证 明 的 命 
题 ， 不 能 贸然 就 往 前 神 。” 

“知道 了 。” 

“ 弄 清 楚 之 后 ， 就 用 写 数 学 公式 的 方法 来 讨论 吧 。” 我 把 注 剖 饼 迅 速 

时 进 路 里 。 
“ 真 没 规矩 ! 得 细 吗 慢 咽 好 好 品尝 啊 ! ”我 妈 端 着 红茶 走 来 , 大 声 叫 道 。 

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































88 第 4 章 反 证 法 
4.1.3 数学 公式 

我 跟 尤 里 在 餐桌 上 铺 开 纸 ， 继 续 我 们 的 话题 。 

“学 会 用 数学 公式 进行 表达 很 重要 ， 这 会 将 问题 引入 数学 公式 的 世界 。 
数学 公式 是 数学 家 们 给 我 们 备 好 的 方便 工具 ， 当 然 要 拿 来 用 。 

“怎么 用 数学 公式 写 出 “V2 不 是 有 理 数 ” 呢 ? 人 家 完全 不 理解 。 

“因为 有 理 数 指 的 是 能 用 joewaa 的 形式 表示 的 数字 ， 所 以 有 理 数 可 以 全 
写成 “a 分 之 b” 这 样 的 分 数 形式 。 

2 
a 

“ 懂 了 。” 

“ 尤 里 ， 你 这 样 可 不 行 啊 ， 得 问 一 问 o, 指 的 是 什么 。 只 要 出 现 字 瑟 
就 要 马上 和 弄 清 楚 。 在 这 里 a,b 指 的 是 整数 , 但 是 分 母 a 不 为 0, 所 以 “V2 
不 是 有 理 数 ” 这 个 命题 可 以 写成 “不 存在 整数 a,b 使 得 V2 = 2 ”。 这 就 是 
我 们 想 要 证 明 的 命题 。” 

“ 唔 ， 知 道 了 啦 。” 

“那么 在 这 里 ， 我 们 假设 “存在 整数 a,5 使 得 V2 = 二 2”。” 

“ 咽 ? 这 不 就 跟 我 们 想 证 明 的 相反 了 吗 ?” 

“ 嗯 。 不 过 “相反 不 是 逻辑 用 语 ， 在 逻辑 用 语 上 我 们 称 其 为 否定 。 
现在 我 们 假设 了 想 去 证 明 的 命题 的 否定 。” 

“否定 ， 是 吧 。” 

“当然 ， 因 为 像 计 、3、 必 以 及 者 这样 ,分 子 分 母 同 时 乘 以 零 以 乡 
的 同一 个 数 ， 得 到 的 分 数 就 全 部 相等 ， 所 以 a 和 的 组 合 可 能 有 无 数 种 。 
在 这 里 我 们 把 分 数 2 约 分 完 的 分 母 叫 作 a， 分 子 叫 作 5。 那 么 根据 “存在 
整数 ob 使 得 V2 = 2 这 个 假设 ， 就 有 下 面 这 个 等 式 。 
































































































































































































































































































































































































































4.1 家 中 89 
“话说 ，a 和 bb 是 整数 吧 ?” 
“对 。 而 且 分 数 上 是 最 简 分 数 。 此 时 a 和 5 存在 什么 关系 ?” 
“ 互 质 吧 ?” 
“ 喔 ， 答 得 好 快 啊 。 
“因为 人 家 是 “ 互 质 ” 的 达 人 嘛 !” 
“ 那 是 哈 …… 那么 ， 我 们 把 左边 的 V2 平方 ， 整 理 一 下 式 子 。” 
Vi=2 恨 定 : 想 去 证 明 的 命题 的 否定 
b\? i 
2 (2) 边 同时 平方 
2= 2 展开 右边 的 式 子 
20o 一刀 两 边 同 时 乘 以 a? 
“等 等 ! 为 什么 把 两 边 同时 平方 啊 ? ” 
“请 听 题 ! ” 
< 是 1， 
“V2 的 定义 是 什么 ?” 
“V2 指 的 是 平方 后 等 于 2 的 正 数 。” 
“ 没 错 。' 平 方 后 等 于 2' 就 是 V3 重要 的 性 质 ， 所 以 我 试 着 把 两 边 同 
时 平方 ， 然 后 得 到 2a? = 中。a 和 尹 是 什么 关系 来 着 ?” 
“a 和 b 是 互 质 的 整数 吧 。” 
“对 。 别 忘 了 a 关 0。 一 一 我 们 需要 时 刻 确认 变量 表示 什么 ,这 点 很 
重要 。” 
“ 唔 ， 感 觉 数学 是 一 门 确 认 的 学 问 啊 。 
“因为 我 把 焦点 集中 在 整数 上 , 所 以 试 着 “调查 奇偶 性 " 。 调 查 奇 偶 性 ， 
也 就 是 研究 是 奇数 还 是 偶数 , 这 是 一 个 方便 的 工具 。 左 边 的 2a2 是 奇数 呢 ? 
还 是 偶数 呢 ?” 
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“不 知道 …… 不 ， 我 知道 ， 是 偶数 。 

“ 没 错 。2a? 指 的 是 2 x a x a， 因 为 乘 了 2， 所 以 2o 是 偶数 。 然 后 
又 因为 等 式 2a? = 刀 的 左边 是 偶数 ， 所 以 右边 也 是 偶数 ， 也 就 是 说 好 是 
偶数 。 什 么 数 平方 后 得 侦 数 呢 ?” 

“偶数 ?” 

“对 。 也 可 以 确定 5 是 偶数 。 换 言 之 , 可 以 写成 下 
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b=2B 














“确实 …… 不 对 ! 这 个 B 是 什么 ?” 














“很 好 很 好 ， 你 这 一 句 问 得 好 。B 是 整数 。 因 为 5 是 偶数 ， 所 以 存在 
满足 b= 2B 的 整数 B。” 
“话说 ,为 会 出 现 B 这 样 的 字母 ? 比 起 “存在 整数 B 使 得 
b 二 2B’ 来 说 ， 直 接 写 成 “5 是 偶数 ”不 是 更 简单 吗 ?” 

“因为 我 想 用 数学 公式 思考 啊 ， 所 以 用 数学 公式 表达 了 偶数 这 个 词 。 
“哥哥 你 还 真是 喜欢 数学 公式 啊 。” 


















































































































































































































































“ 没 错 。 因 为 数学 公式 是 一 种 便利 的 交通 工具 。 想 走 得 更 远 ， 就 要 尽 





喝 用 它 ， 不 能 慨 慨 张 张 地 就 往 前 跑 。 那 么 ， 因 为 少 可 以 写成 ! = 2 已 这 
多 式 ， 所 以 2o = ?也 就 可 以 变形 成 下 面 这 种 形式 。” 
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2a2 一 0 

2ao2 = (2B)? 入 b=2B 
2a2=2Bx2B 展开 右边 的 式 子 

2a?= 4B? 计算 右边 的 式 子 
a?= 2B? 边 同 时 除 以 2 























“然后 可 以 得 到 a? = 2B?。a 和 B 是 什么 来 着 ?” 


“是 整数 吧 ， 你 要 确认 多 少 次 啊 ! ” 








ga 
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“确认 无 数 次 。 要 自问 自 答 到 自己 都 觉得 烦 。 顺 便 提 一 名， 因为 天 0， 


































































































所 以 上 面 的 式 子 才 成 立 。 那 么 ， 把 焦点 集中 在 整数 上 的 时 候 ， 我 们 试 了 
什么 方法 ?” 
“什么 呢 和 阿 ， 忆 数 里 数 [? 





























“对 ， 是 “调查 奇偶 性 。 等 式 a? = 2B? 的 右边 是 偶数 ， 就 是 说 2B? 
是 偶数 ， 因 此 我 们 知道 了 左边 也 是 偶数 ， 也 就 是 说 知道 了 a? 是 偶数 。 平 
方 后 是 偶数 的 整数 ……” 

“所 以 都 说 了 是 偶数 嘛 ! 真是 的 ……” 
“ 嗯 ， 因 为 o 是 偶数 ， 所 以 a 也 是 偶数 。 换 名 话说 ，a 可 以 写成 下 


下 这 样 的 形式 。 






















































































































































































a=2A 























“4 指 的 是 某 个 整数 ”我 补充 道 。 
“如 可 …… 我 感觉 跟 刚 才 的 过 程 好 像 啊 。” 
“对 ， 很 像 。 你 有 没有 觉得 不 可 思议 ?” 
什么 ? 尤 主人 入 并 o 
“将 等 式 变形 ， 就 得 到 了 关于 a 和 5 的 信息 。” 
“有 吗 ? 啊 ， 好 比 a 是 偶数 这 样 的 ?” 

“ 没 错 。a 和 5 都 是 偶数 。” 

“所 以 呢 ?” 

“a 和 都 是 偶数 ， 也 就 是 说 它们 都 是 2 的 倍数 哦 ， 尤 里 。 

“ 训 ? a 和 bb 不 是 “ 互 质 ” 的 吗 ?” 

“对 对 。 我 露出 了 微笑 。 尤 里 对 条 件 真 是 敏感 啊 。 

“如 果 a 和 bb 互 质 ， 最 大 公约 数 应 该 是 1， 那 么 a 和 5b 就 不 可 能 都 是 
2 的 倍数 了 。” 

“万 里 ， 这 是 为 什么 呢 ?” 







































































































































































[e] 
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“因为 如 果 它 们 都 是 2 的 倍数 ， 那 么 a 和 心 的 最 大 公约 数 就 大 于 等 
2 了 。 
“ 没 错 。 这 就 是 重点 。 我 们 知道 了 下 面 两 个 命题 都 是 成 立 的 。 





















































“a 和 是 互 质 的 "二 假定 条 件 


“a 和 ?1 是 不 互 质 的 " 二 将 数学 公式 变形 导出 的 结果 





上 






































“我 们 把 这 样 “P， 和 “ 非 P' 同时 成 立 的 情况 称 为 矛盾 。” 
“矛盾 是 指 乱七八糟 吗 ?” 
“不 不 ， 认 真 听 我 讲 ， 别 突然 偏离 数学 思维 的 轨道 。 数 学 不 可 能 坏 掉 
也 不 可 能 乱七八糟。 了 矛盾 指 的 是 ， 对 于 命题 P， 同时 存在 ‘P’ 和 “ 非 P'。 


这 就 是 矛盾 的 定义 。” 



























































































































































es 
































矛盾 指 的 是 ， 对 于 命题 PP， 同 时 存在 “P: 和 ' 非 己 '。 














| 

| 将 书 设 为 命题 。 
1 

1 





























始 我 们 做 出 了 这 样 的 假设 : 将 a,b 设 为 互 质 的 两 个 整数 ， 则 存 





































































































“我 们 并 不 知道 这 个 假设 是 真是 假 ， 但 肯定 不 是 真 就 是 假 。 然 后 我 们 
从 假设 出 发 ,进行 了 逻辑 性 推导 ,发 现 了 矛盾 。 会 出 现 矛 盾 是 因为 之 前 
哪里 搞 错 了 吗 ?” 
“ 嗯 …… 我 认为 没有 哪里 搞 错 。” 
“ 咖 。 毫 无 疑问 ,我们 的 推导 过 程 中 每 个 步骤 都 是 有 理 有 据 的 。 然 


而 ， 只 有 一 个 命题 ， 我 擅自 决定 了 它 的 真 假 。 那 就 是 “存在 整数 a,b 使 
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得 V2 = "这 个 假设 。 会 出 现 矛 盾 是 因为 我 擅自 决定 了 这 个 命题 为 真 。 
所 以 “存在 整数 a,b 使 得 V2 = ”这 个 命题 实际 上 是 假 的 。” 
“擅自 决定 “这 个 是 真 的 ', 然后 出 现 了 矛盾 就 说 “ 抱 苛 把 车 ,是 假 的 *?” 
“是 呢 。 不 过 直到 矛盾 出 现 之 前 ， 我 们 的 推导 过 程 都 不 能 出 错 呢 。” 
b 是 自然 。” 
“那么 ,“ 存 在 整数 a,b 使 得 V2 
“不 存在 整数 w, 使 得 V2 一 2。 
“ 光 这 样 就 证 明了 V2 不 是 有 理 数 了 吗 ?” 
“对 。 因 为 根据 定义 ， 能 用 来 的 就 是 有 理 数 ， 不 
能 用 ss7%wax 的 形式 表现 出 来 的 就 不 是 有 理 数 。 这 种 以 定义 为 基石 来 一 步 
步 证 明 的 感觉 ， 你 能 明白 吗 ?” 
“差不多 吧 。 证 明 这 东西 好 麻烦 啊 。” 
“刚才 我 们 使 用 的 证 明 方法 叫 作 反 证 法 。 
“ 反 证 法 ?” 
“ 反 证 法 指 的 是 “假设 要 证 明 的 命题 不 成 立 ， 从 而 推导 出 矛盾 的 方法 ”。 
这 是 极为 常用 的 证 明 方 法 哦 。” 
“ 啊 ! 这 是 反 证 法 的 定义 对 吧 ! 7” 




































































































































































































































































2 ”这 个 假设 是 假 的 ， 换 名 话说 就 
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， 反 证 法 的 定义 
| 反 证 法 指 的 是 “假设 要 证 明 的 命题 不 成 立 ， 从 而 推导 出 矛盾 的 证 明 




































































94 第 4 章 反 证 法 


解答 4-1 (V3 不 是 有 理 数 ) 
使 用 反 证 法 。 


















































1. 假设 V2 是 有 理 数 。 
2. 此 时 ， 存 在 整数 a,b 满足 以 下 条 件 (a 关 0)。 
eu 和 5 互 质 。 
e V2=2 
将 两 边 同 时 平方 ， 去 分 母 得 24a? = >。 
因为 2a? 是 偶数 ， 所 以 也 是 偶数 。 
为 为 中 是 偶数 ， 所 以 b 也 是 偶数 。 
为 此 存在 整数 B， 使 得 b= 2B。 
明代 = El = 
因为 2B? 是 偶数 ， 所 以 a? 也 是 偶数 。 
姑 为 % 是 偶数 ， 所 以 a 也 是 偶数 。 
10. 因为 a 和 都 是 侦 数 ， 所 以 a 和 "5 不 互 质 。 
11. 这 跟 “a 和 互 质 ” 相 矛盾 。 
12. 因此 ，V2 不 是 有 理 数 。 
































































































































































































































“那么 ， 我 们 把 今天 讲 过 的 内 容 整 理 一 下 。” 

















。 先 读 问 是 
。 反复 确认 定义 
。 习惯 “OO 指 的 是 OO” 的 说 法 
。 用 数学 公式 表达 

。 如 果 出 现 整 数 ， 则 “调查 奇偶 性 ” 


。 如果 出 现 变量 ， 则 要 问 “ 这 个 变量 是 什么 ?” 











































































































“除了 这 些 ， 我 们 还 学 了 反 证 法 。 觉 得 怎么 样 ?” 
“好 累 啊 。 不 过 我 明白 “证 
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“这 你 就 错 了 。 把 刚才 的 证 明 过 程 全 背 下 来 也 没有 意义 。 自 己 打 开 笔 
记 本 ， 拿 起 铅笔 ， 自己 的 力量 证 明 一 次 。 
“上 颗 …… :用 自己 的 量 ?” 

































































“对 。 自 己 的 力量 。 大 多 数 情况 下 都 不 会 特别 顺利 ， 可 能 会 在 某 一 步 
卡 住 ， 所 以 证 明 不 出 来 也 不 要 灰心 形 气 哦 。 自 己 感觉 自己 懂 了 ， 但 怎么 
都 证 明 不 出 来 。 遇 到 瓶颈 的 话 就 看 看 书 ， 或 者 是 读 读 自己 以 前 写 的 笔记 ， 
不 断 重 复 练习 , 直到 自己 能 独立 完成 整个 证 明 过 程 为 止 。 通 过 不 断 地 重复 ， 
自己 学 习 数 学 的 能 力也 会 增强 。 这 跟 把 过 程 全 背 下 来 截然 不 
成 的 是 对 于 数学 性 构造 的 理解 能 力 和 逻辑 思维 ,以 及 熟练 运用 数字 的 性 
质 来 处 理 问题 的 能 力 。 


“ 坦 命 ! 热血 教官 1” 
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4.1.4 证 明 

我 们 回 到 了 房间 。 

“哥哥 , 我 拿 点 糖 哦 。” 尤 里 从 架子 上 取 下 了 瓶子 ,“ 柠 榜 , 柠檬 …… 族 ? 
柠檬 的 已 经 吃 完 了 ?1! 唉 ， 那 就 拿 哈密 瓜 的 好 了 。 哥 哥 ， 别 吃 人 家 的 柠檬 
“ 那 又 不 是 你 的 糖 ……” 

“我 说 哥哥 ， 证 明 有 这 人 么 重要 吗 ? ”万 里 酥 着 哈密 瓜 糖 问 我 。 

“是 啊 。 数 学 家 们 最 重要 的 工作 之 一 , 就 是 把 研究 出 来 的 结果 以 “证 明 ” 
的 形式 保留 下 来 。 历 史上 有 无 数 的 数学 家 做 过 无 数 的 工作 。 现 代 的 数学 
家 们 则 通过 “证 明 ” 在 历史 上 烙 下 自己 的 脚印 。 

“这 样 啊 。 证 明 原 来 是 数学 家 的 工作 啊 ……” 

“对 啊 。 数 学 家 们 一 直 在 赌 上 性 命 去 证 明 。” 


“我 在 学 校 学 过 ， 但 是 没有 像 哥 哥 讲 得 这 人 么 深刻 啊 。 我 以 前 一 直上 只 认 
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为 证 明 题 要 比 计算 题 麻烦 得 多 。 证 明 是 这 么 重要 啊 ， 数 学 家 们 重要 的 
作 …… 是 “ 赌 上 性 命 去 证 明 " ， 是 不 是 有 点 太 奔 张 了 ?” 

“ 嗯 ， 即 使 证 明 不 出 来 也 不 会 死 ， 说 “ 赌 上 性 命 去 证 明 ’ 确实 有 点 过 
头 了 。 不 过 啊 …… 在 某 件 事 上 “人 花费 时 间 ” ,不 就 相当 于 “ 赌 上 性 命 ” 吗 ? 
因为 活着 的 时 候 能 做 的 事情 是 有 限 的 , 在 这 个 世界 上 能 用 的 时 间 是 有 限 的 ， 
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数学 家 们 把 “ 有限” 生命 中 的 一 部 分 用 在 了 证 明 上 。” 

“有 限 ?” 

“人 类 的 生命 是 有 限 的 ， 却 能 在 数学 中 处 理 无 限 。 这 也 是 相当 了 不 起 
的 。 能 写 出 “对 于 任意 整数 n…… ”这 种 表现 也 很 不 可 思议 。 只 是 写 了 一 
个 字母 n 就 能 表示 出 无 限 的 整数 ， 用 一 个 字母 就 能 捕捉 到 无 限 。 变 量 













































































是 由 从 前 的 数学 家 们 想 出 来 的 工具 啊 。” 
“用 一 个 字母 就 能 捕捉 到 无 限 …… 啊 ， 这 就 是 “将 无 限 宇 宙 尽 收 党 心 ， 
的 意思 啊 ! 数学 家 真是 喜欢 无 限 啊 。 

“或 许 吧 。 话说 ， 尤 里 你 知道 “对 于 任意 的 n， 都 具有 OO 的 性 质 ” 
这 个 命题 的 否定 是 什么 吗 ?” 

”不 具有 OO 的 性 质 ” 吧 ?” 

““ 对 于 任意 的 n， 都 不 具有 〇 OQ 的 性 质 ” 吗 ?” 
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“不 ,不 对 哦 。“ 对 于 任意 的 mn， 都 具有 QO 〇 OQO 的 性 质 " 的 否定 是 “对 
于 某 个 n, 不 具有 OO 的 性 质 " 或 者 是 “存在 某 个 n, 不 具有 OO 的 性 
质 ` 。 举 个 例子 ， 驶 这 个 糖果 钴 来 说 ， 
“所 有 糖果 都 是 柠檬 味 儿 的 

这 个 命题 的 否定 是 


“ 某 个 糖果 不 是 柠檬 味 儿 的 ” 
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“存在 不 是 柠檬 味 儿 的 糖果 。 
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只 需要 存在 一 个 不 是 柠檬 味 儿 的 糖果 就 可 以 否定 所 有 了 。 比 如 说 哈密 瓜 
味 儿 的 。 
“攻破 一 个 就 可 以 击破 “所 有 ” 吗 ?” 
































“就 是 这 样 。 反 证 法 从 原 命题 的 否定 开始 证 明 。 如 果 想 证 明 对 于 任意 






















































































的 糖果 都 存在 某 个 性 质 ， 就 要 假设 存在 某 个 不 符合 这 个 性 质 的 特殊 糖 
从 而 推导 出 了 矛盾。 这 样 的 话 , 就 能 把 精力 集中 在 这 个 特殊 糖果 上 深入 思考 。 
这 就 是 人 们 经 常 运用 反 证 法 的 原因 之 一 。” 

“原来 如 此 。” 


(3 
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的 命题 ， 在 证 明 它 的 数学 家 死 后 仍然 是 被 证 明 过 的 。 证 明 是 严密 的 、 不 

可 推翻 的 。 数 学 领域 的 证 明 是 穿越 时 空 的 时 间 机 器 ， 是 经 过 岁月 的 洗涤 

也 不 会 腐朽 的 建筑 物 。 证 明 为 人 类 在 有 限 的 生命 中 去 触 碰 永 远 提 供 了 机 缘 。 
“哥哥 ， 你 真 帅 啊 ! ” 尤 里 带 有 几 分 嘲弄 般 地 语气 笑 着 说 。 

“只 有 你 会 说 我 镍 …… 不 过 ， 受 到 表 娘 还 是 很 高 兴 的 哮 。 我 说 。 

“哥哥 ! 别 学 人 家 说 话 嘛 ! ” 























命题 的 证 明 是 永远 存在 的 。 永 远 指 的 是 时 间 的 无 限 性 。 已 被 证 明 过 








































































































































































































4.2 高 中 


4.2.1 奇偶 
“就 这 样 ， 我 给 她 讲 了 怎么 证 明 V2 不 是 有 理 数 。 我 说 
放学 后 ， 我 们 在 音乐 教室 随便 找 了 个 座位 闲聊 。 盔 僵 一 心 一 意 地 弹 
























































































































































首钢 琴 。 刚 才 那 首 曲子 是 二 声 部 创意 曲 。 我 把 之 前 跟 无 里 讲 的 话 告诉 泰 
采 拉 跟 米 尔 需 ， 不 过 米尔 需 一 直面 对 着 盘 乔 的 方向 。 






















































































盈盈 这 个 女孩 子 今年 上 高 二 ， 跟 我 、 米 尔 嘉 同年 级 不 同班 ， 担 任 人 
爱好 者 协会 “最 强 音 ” 的 会 长 ,除了 上 课 ， 基本 都 坐 在 音乐 教室 的 钢琴 前 面 。 


































































































98 第 4 章 反 证 法 



































“学 长 真是 会 教 人 啊 。” 泰 朵 拉 说 ,，““ 互 质 '……… 英语 该 怎么 说 呢 ?” 














“我 记得 是 relatively prime。 我 说 。 
“relatively prime， 就 是 相对 地 质 ， 对 吧 。” 泰 条 拉 点 点 头 说 ,“ 可 
能 指 的 是 两 个 数 互相 起 到 质数 的 作用 吧 。” 









































似乎 能 理解 得 更 透彻 。 








下 
































不 丁 地 间 了 一 句 。 还 以 为 她 在 专心 听 强 











们 说 话 啊 。 




































































到 这 一 步 ， 跟 你 的 证 明 是 相同 的 …… 在 这 里 ,我 要 间 ] 





分 解 质 因 数 ， 有 几 个 质 因 






































把 两 边 同 时 平方 ， 去 分 母 得 


























“你 知道 其 他 的 证 明 方 法 吗 ?” 














-王涛 






























































必 末 拉 英 语 很 好 ， 




















i] 瑞 语 理解 





I 米尔 囊 转 过 刁 来 ， 冷 




















月 王 王 





“其 他 的 证 明 方法 ? ”我 很 疑惑 。 


日 
到 她 一 直 在 认真 地 听 我 

















仿 ， 六 















































沽 = 
a 

得 到 
2a?=b? 


数 2? ” 














“用 反 证 法 。 米尔 需 说 ,“ 假 设 V2 是 有 理 数 ， 则 存在 整数 a,b 使 得 

















如 果 将 0 

















“怎么 能 知道 有 几 个 2 啊 。 我 说 。 










































































听 得 人 心急 。 
“整数 …… 哦 .” 
“说 到 整数 就 ?” 
“就 要 调查 奇偶 性 ……: 对 吗 ?” 
泰 洒 拉 回 答 。 
族 ? 

















不 研究 2a? 的 奇偶 性 


nT 























， 却 去 


日 





因数 2 的 个 数 的 奇 介 





可 | 





“确实 ,我 们 没 法 知道 个 数 。 但 是 ,个 数 是 ,整数 。 米尔 亮 一 字 一 顿 ， 





时 
mY 
#3 














“那么 ， 就 像 泰 灯 拉 说 的 ， 我们 来 研究 一 下 奇 介 
“2a? 含有 奇数 个 质 因 数 2? 还 是 偶数 个 质 因数 2?” 


“ 啊 ! 奇数 个 ! ”我 提高 

















4.2 局 中 99 





3 








了 嗓门 。 








没 错 , 我 明白 了 ! 因为 a? 是 平方 数 ， 所 以 包含 


也 包含 偶数 个 质 因数 2 






































。 而 2a? 是 a? 再 乘 以 一 个 2， 























时 性 看 看 。 

















图 数 个 质 因 净 


米尔 嘉 说 ， 











和 。2a? 二 bY 的 左边 有 奇数 个 质 因数 2， 那 么 右边 呢 ?” 























“因为 本 是 平方 数 ， 所 以 有 偶数 个 质 因数 2…… 
































“推导 出 了 矛盾 。” 米 























“所 以 呢 ?” 米 尔 甩 丝 之 不 给 我 颗 息 的 机 会 ， 退 间 首 
“两 边 质 因数 2 的 个 数 不 一 样 。 矛 盾 。 我 说 。 





















































| 二 。 





“存在 奇数 个 质 因数 2” 从 左边 可 知 
“不 存在 奇数 个 质 因数 2” < 从 右边 可 知 
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尔 嘉 说 , “根据 反 证 法 ，V2 























所 以 有 奇数 个 质 因 

















Erat Demonstrandum。 证 明 完 毕 。” 


米尔 嘉 竖 起 食指 。 














这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。” 





这 样 啊 …… 将 眼 于 “ 质 因 数 2 的 个 数 的 奇偶 性 ”， 






































目 还 省 去 了 au 和 5 互 质 这 
































尺 “| 个 前 提 。 E 着 居 局 




















修 十 班 

















8 数 。Quod 








从 而 推 











人 
导出 矛盾， 
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解答 4-1a ( V3 不 是 有 理 数 的 另 一 种 证 明 方 法 ) 
使 用 反 证 法 。 
1. 假设 V2 是 有 理 数 。 

2. 存在 整数 a,b 使 得 V2 = 2 (aa 天 0)。 

3. 将 两 边 同时 平方 ， 去 分 母 得 到 2a? = b>。 
4. 左边 含有 奇数 个 质 因数 2。 
5 
6 
去 





























































































































质 
. 右边 含有 偶数 个 质 因 数 2。 
. 这 就 推导 出 了 矛盾 。 
.因此 ，V2 不 是 有 理 数 。 






















































































副 不 理解 的 模样 。 
“怎么 了 ， 泰 末 拉 ? ”米尔 需 问 道 。 


“在 刚才 的 证 明 过 程 中 ， 出 现 了 
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型 






























































2a?2=b? 








这 个 等 式 。 泰 采 拉 说 ,“ 米 尔 嘉 你 刚才 的 意思 是 这 个 等 式 左 边 和 右边 的 
直 相等 对 吧 ， 但 是 我 感觉 刚刚 你 用 的 不 是 “ 值 相等 这 一 点 ， 所 以 我 才 会 
有 些 焦躁 。” 
“ 喔 ? 泰 条 拉 指 出 来 的 这 点 很 有 趣 嘛 。 你 什么 意见 ?” 米 尔 露 把 话 锋 


转 回 我 。 












































Bm 
了 







































































































































































“ 族 ? 比较 两 边 质 因数 2 的 个 数 ， 确 实 不 等 于 比较 两 边 的 值 …… 吗 ? 
不 过 你 的 证 明 应 该 是 对 的 ， 因 为 式 子 是 个 等 式 ， 所 以 只 要 判断 左边 和 右 
边 整数 的 结构 相同 就 可 以 了 。 整 数 的 结构 是 用 质 因数 表示 的 ， 所 以 ……” 
























































米尔 嘉 把 食指 伸 到 我 面前 ， 晃 了 两 三 下 。 
“废话 太 多 了 。 只 要 说 “根据 质 因 数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ， 等 式 两 边 
每 个 质 因数 的 个 数 都 是 一 样 的 ” 就 行 了 。” 









































































































































“这 样 啊 ……” 泰 呆 拉 说 , “还 有 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 这 回 事 
咽 ， 真 后 悔 没 一 下 子 想到 。 我 思维 练习 还 不 够 啊 。 不 过 ， 尽 管 这 

































































“米尔 嘉 ， 你 那个 证 明 方 法 很 有 趣 啊 。 


“| 因 ....。。 9? 
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Hr 
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巴 来 ， 开 始 跟 还 在 不 停 地 弹 着 钢 鞭 





米尔 嘉 说 着 把 脸 别 过 去 ， 突 然 > 












































这 么 说 来 ,米尔 需 在 要 跟 我 分 个 高 下 的 时 候 绝 对 不 会 移 开 视 线 ， 但 



























































在 宝 9 
4.2.2 矛盾 









































米尔 嘉 番 盔 开 始 四 和 手 联 弹 。 这 应 该 也 是 巴赫 的 曲子 吧 。 
“ 反 证 法 还 真是 常用 啊 。” 泰 条 拉 坐 到 我 券 边 , “我 …… 对 反 证 法 很 不 


拿手 。 虽 然 能 假设 原 命题 的 否定 ,但 是 总 记 不 住 。 因 为 心里 总 留意 着 这 
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“ 嗯 ， 确实。 反 证 法 很 不 容易 ， 因 为 要 从 错误 的 命题 出 发 ， 进 行 正确 
论证， 再 不 断 推 导出 错误 的 命题 。 不 仅 如 此 ， 最 后 想 准 确 地 推导 出 了 矛 




























































































一 样 。 吗 鸣 鸣 ……” 泰 休 拉 继续 说 道 。 









































“ 没 错 1 " 泰 呆 拉 用 力 点 着 头 。 从 她 身上 球 来 一 阵 甜 甜 的 香气 。 
“就 是 这 样 ， 推 导 矛 盾 好 难 啊 ,总 觉得 “推导 矛盾 ' 就 好 像 在 做 错时 












































Hl 





















































































































































“推导 矛盾 指 的 是 表明 
2 口 “ 非 忆 ” 
P 是 什么 样 的 命题 都 无 所 谓 。 用 逻辑 公式 写 下 来 就 是 这 样 。 
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对 了 ,教科 书 中 把 PP 的 否定 写作 ,而 讲 逻 辑 的 书 里 则 写作 一 P( not P )。 
虽说 要 推导 出 矛盾 ， 也 不 是 非得 在 自己 的 证 明 过 程 中 推导 出 了 和 PP 两 种 
结论 。 打 个 比方 ，P 可 以 是 证 明 完毕 的 命题 ， 也 就 是 定理 。 这 时 只 要 在 
9 己 的 证 明 过 程 中 推导 出 -PP， 然 后 说 “ 跟 定理 P 相 了 矛盾" 就 可 以 了 。” 
泰 淋 拉 双眼 瞪 得 大 大 的 ， 听 得 入 神 。 
“刚才 在 米尔 嘉 的 证 明 过 程 中 ， 推 导出 了 两 个 命题 ， 即 “含有 奇数 个 质 


因数 2” 和 “不 含有 奇数 个 质 因 数 2"。 这 束 是 导出 了 和 -PP 两 种 结论 的 例子 。” 






































































































































































































































































































































































































































P ”含有 奇数 个 质 因 数 2 
-PP ”不 含有 奇数 个 质 因数 2 


























“我 好 像 被 “矛盾 ”这 个 词 给 搞 昏 头 了 。 刚 才学 长 很 容易 地 就 说 出 了 “ 推 













































































































































































导出 已 和 -P 两 种 结论 ， 可 是 一 提 到 了 矛盾， 我 感觉 就 要 引发 大 混乱 了 。 
一 定 是 成 语 故 事 里 面 那个 矛盾 给 我 的 印象 太 深刻 了 。” 泰 杀 拉 摆 出 拿 矛 刺 
盾 的 样子 。 

“ 嗯 ， 我 明白 。 

































































泰 采 拉 轻 轻 咬 着 指甲 ， 沉 默 了 一 会 儿 。 又 开始 慢 悠悠 地 说 道 :“ 用 反 
证 法 表明 矛盾 的 时 候 用 PW ~P， 命 题 己 是 什么 都 可 以 吗 》 就 是 说 ……. 
] 反 证 法 证 明 数论 的 时 候 ， 也 可 以 利用 几何 和 解析 定理 推导 出 矛盾 吧 ?” 








































































































































































































“不 管 对 于 任何 定理 P, 把 ~-P 甩 上 去 就 可 以 …… 这 样 的 话 ， 














要 的 


im 





































































































“这 么 说 确实 如 此 。 不 过 P 不 一 定 是 著名 的 定理 ， 也 可 以 是 一 个 小 的 


















































“好 吧 ， 那 我 以 后 推导 矛盾 的 时 候 ， 尽量 想 着 PA 入 一 P。 啊 ,对 了 …… 
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泰 打 拉 小 声 说 了 句 “ 完 蛋 ”。 

















“ 纪 








EF 





真 公主 和 青 涩 王子 ! 回 家 呈 ! ”盈盈 说 。 


“大 家 快 跟 米 尔 嘉 女王 大 人 一 起 回 家 吧 !” 















































在 数学 领域 ,除了 证 明定 理 忆 以 外 ， 

其 他 更 常用 的 方法 是 假设 PP 为 false， 从 而 推导 出 矛盾 
( 即 推导 出 false 或 相当 于 false 的 结论 )。 

常 抄 个 近 道 : 不 直接 表明 false， 


而 是 去 证 明 像 QQ 信 一 @ 这 样 明显 相当 于 false 的 结论 。 
一 一 David Gries,Fred B. Schneider, A Logical Approach to Discrete Math [21] 
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可 以 粉碎 的 质数 





千 万 不 可 损伤 那个 隆起 的 地 方 
用 铁 铁 铲 ， 铁 铂 ! 
再 离 远 些 挖 。 






























































































































































































































































不 行 不 行 ， 不 能 乱 来 ! 
宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 
5.1 教室 
5.1.1 速度 题 
“我 来 了 。 泰 洒 拉 说 。 
午餐 时 间 ， 我 刚 从 小 卖 部 买 了 面包 回 到 教室 。 
“ 认 ? ”为 什么 泰 采 拉 会 出 现在 高 二 年 级 的 教室 里 ? 
“我 借 一 下 这 张 桌子 。 
泰 傈 拉 说 着 “向 后 转 ! ”把 空 桌 子 刷 地 掉 了 个 头 ， 正 好 跟 米 尔 嘉 
的 扣子 面对面 。 
“我 叫 她 来 的 。” 米 尔 嘉 说 。 
两 个 女生 在 吃 午 饭 ， 泰 人 条 拉 吃 盒饭 ， 米 尔 嘉 还 是 万 年 不 变 地 内 吃 巧 
克 力 。 而 我 则 踢 着 面包 看 着 她 们 俩 。 虽 然 类 型 不 同 , 但 她 们 俩 都 是 美 
女 啊 ……: 泰 洒 拉 坦率 而 富有 活力 ， 米 尔 嘉 则 精明 干练 。 
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F 饭 总 是 


























吃 奇 巧 威 


尔 嘉 答 
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9 口 








二。 














， 我 不 是 这 
嘛 ， 话 说 没 在 








文 个 意思 ， 


我 











什么 












































道 适 合 泰 休 拉 
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可 了 习 

















El 


1 的 数字 


的 数字 


页 H 吧 ?” 


我 说 。 














是 什么 ? 


77 


























种 HU 











法 是 虚数 单位 11” 

















比 巧 克 力 吗 ?” 秦 打 拉 问 。 
受 也 吃 松露 的 。” 米 / 





的 意思 是 不 吃 点 米饭 或 对 
有 意思 的 题 
答 的 速度 问题 。” 
什么 ? 什么 问题 ? ”泰和 杀 拉 张大 了 眼睛 。 
等 于 一 1 的 数字 是 什么 呢 ? 























I 





包 什 么 的 ?” 
























































虽 ， 我 就 知道 你 会 
司 上 眼睛 缓 缓 摇 


























必 灯 拉 自 
























































了 米尔 


解答 5-1 








A 
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正 负 i……: 啊 ， 对 。 平 方 得 
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巴 问 题 扔 给 了 米尔 嘉 。 
嘉 立 即 所 























1 的 数字 是 二 ie 


1 的 不 是 只 











ee 有 了 有 了 ,我 知道 了 ， 是 V 卫 对 吧 ! 
信 满 满 地 断言 道 。 
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外 


5.1 教室 107 














泰 末 拉 一 脸 不 满 。 


“学 长 ， 我 感觉 你 在 故意 要 我 ……” 


























“ 才 没 有 ， 我 问 得 很 认真 啊 。” 我 反驳 道 。 












































“就 是 。” 米尔 嘉 说 “平方 等 于 一 1 的 数 , 就 是 二 次 方程 x2? = 一 1 的 解 。 






































因为 是 二 次 方程 ， 所 以 该 考虑 到 有 两 个 解 。n 次 方程 的 解 有 ?7 个 


El 坚 有 n 个 ， 这 是 
尺 数 学 基本 定理 (但 要 注意 重 根 )。 这 哪 能 说 是 页 你 呢 。” 米 尔 嘉 咬 了 一 口 




























































































“二 i 和 一 i 两 个 解 …… 这 样 啊 。 泰 琳 拉 开 始 对 她 的 汉堡 肉 饼 下 手 。 
我 们 沉 黑 肴 吃 了 一 会 午饭 。 米 尔 嘉 吃 完 巧 克 力 ， 贷 有 兴趣 地 看 着 泰 
灯 拉 奇特 的 筷子 金 。 不 久 泰 条 拉 又 开口 了 。 











































































































和 真是 不 可 思议 。 总 感觉 不 能 接受 它 的 平方 等 于 -1， 该 说 是 有 些 别 
































“对 你 而 言 平方 等 于 -1 很 别扭 ? ”米尔 高 说 。 

“一 1 吗 ? 不 ， 也 不 是 别扭 …… ” 

“ 喔 …… 那 么 我 们 来 想 想 方程 式 和 数字 的 关系 。 首 先 从 z+1=0 
台 。” 米尔 嘉 向 我 伸 出 


看 来 是 下 令 让 我 把 笔记 本 和 自动 铅笔 交 出 来 。 
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5.1.2 用 一 次 方程 定义 数字 












































首先 从 z 十 1=0 开始 。 试 试 解 这 个 简单 的 一 次 方程 











z+1=0 关于 z 的 一 元 一 次 方程 式 


2 二 一 1 将 1 移 项 到 等 式 右边 






































这 下 我 们 就 知道 了 这 个 方程 的 解 是 = = 1。 很 简 


四 时。 


5 么 ， 我 们 在 z > 0 的 范围 内 考虑 这 个 方程 式 看 看 。 
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现在 ,假设 有 个 人 只 知道 大 于 等 于 0 的 数 ， 这 个 人 觉得 











个 方程 很 别扭 。 他 会 想 :“ 因 为 0 是 景 小 的 数字 ， 所 以 不 可 能 有 加 上 1 得 

















z++1=0 令 zT>0 


ll 























Zz 十 1 二 0 这 









































0 的 数字 ， 这 样 的 数 5 



































不 存在 。 兴 许 ， 他 可 能 要 感慨 “加 上 1 得 0 的 数 














， 泰 沙拉 笑 了 。 不 过 我 没 在 开玩笑 。 大 约 从 18 世纪 开始 ， 人 类 























上 E 














才能 自然 地 接受 -1 这 样 的 负数 。 事 实 上 ， 帕 斯 卡 在 17 世纪 还 认为 0 减 











去 4 等 于 0。 以 几 千 和 











上 E 




















FE 的 数学 发 展 史 来 看 ， 负 数 得 到 运用 也 是 在 不 久之 























18 世纪 最 伟大 的 数学 家 ,我们 的 老师 羔 昂 哈 德 . 欧 拉 ， 他 第 一 











次 明确 阐述 了 数 轴 向 正和 负 两 个 方向 延伸 的 概念 。 
言 归 正 传 ， 对 这 




























































































只 知道 大 于 等 于 0 的 数字 的 人 ， 我 们 试 试 这 么 说 。 

















“定义 一 个 数字 m， 使 得 m 满足 方程 z 十 1=0。” 





























这 种 人 一 定 会 说 “ 才 不 存在 m 这 样 的 数字 ” 吧 , 那 我 们 就 这 么 告诉 他 。 


m 就 是 能 将 等 式 























这 个 形式 | 





这 个 数 作为 x 十 1=0 这 








m 十 1 替换 为 0 的 一 个 形式 上 的 数字 。” 












































上 的 数字 mm 指 的 是 …… 普通 的 话说 就 是 -1。 我 们 把 m 

















这 个 方程 式 的 解 “ 定 义 ” 了。 也 可 以 说 ， 用 方程 式 








































































































示 了 mm 应 该 满足 的 “公理 ”。 当 然 ， 对 我 们 来 说 这 种 做 法 确实 
到 这 里 一 次 方程 讲 完 了 。 
我 们 用 一 次 方程 的 解 定 义 了 m 这 个 数 ( 实 际 上 m 就 等 于 一 1 )。 





现在 开始 ， 我 们 要 




















二 次 方程 了 。 
































二 次 方程 的 











解 定义 i 这 个 数字 。 
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5.1.3 用 二 次 方程 定义 数字 
思考 以 下 二 次 方程 。 























Xz +1 二 0 






































在 实数 范围 内 ， 没 有 能 满足 这 个 二 次 方程 式 的 数 。 因 为 如 果 z 是 实 
数 ，z? 一 定 大 于 等 于 0。 在 大 于 等 于 0 的 数字 上 加 上 1, 不 可 能 再 等 于 0。 
所 以 “只 知道 实数 的 人 ”会 觉得 这 个 方程 式 别扭 。 

要 感慨 “平方 后 得 -1 的 数字 好 神秘 ” 吗 ? 不 不 ,我 们 还 是 来 用 方程 


2Z2 十 1=0 定义 一 个 新 的 数字 吧 。 






















































































































































































“定义 一 个 数字 i， 使 得 i 满足 方程 性 二 1 一 0。 














这 和 刚才 的 “定义 一 个 数字 m，, 使 得 m 满足 z+1=0"” 很 像 。 当 然 ， 
满足 方程 z? 十 1=0 的 数字 有 两 个 。 准 确 地 说 ,我 们 定义 i 为 满足 方程 
22 十 1=0 的 两 个 数字 中 的 一 个 。 
道 实数 的 人 肯定 会 说 “ 才 不 存在 i 这 样 的 数字 ” 吧 。 然 而 ,我 们 


道 
会 这 么 回答 他 。 

































































































































































“就 是 能 将 这 十 1 替换 为 0 的 一 个 形式 上 的 数字 。 











跟 刚 才 的 m 是 一 样 的 。 我 们 把 i 这 个 数 作为 于 十 1=0 这 个 方程 式 
的 解 “ 定 义 ” 了 ， 即 我 们 用 方程 式 的 形式 表示 了 i 应 该 满足 的 “公理 ”。 
尽管 如 此 ,一 般 人 是 不 会 习惯 用 方程 式 的 解 来 定义 数字 这 种 独特 的 
的 。 因 为 没 法 实际 用 肉眼 看 到 。 人 类 要 想 把 握 数 字 概 念 ， 图 形 是 非 
常 重要 的 。 在 负数 情况 下 ， 关 键 就 是 “将 数 轴 疝 负 的 方向 延伸 "; 而 虚数 
情况 下 ， 关 键 就 是 “两 条 数 轴 ”。 

第 一 条 是 实数 的 数 轴 ， 也 就 是 实 轴 。 
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实 轴 
3 2 1 0 1 2 3 
第 二 条 是 虚数 的 数 轴 ， 也 就 是 虚 轴 。 
3if 虚 轴 
2i 
1 十 
0 十 
= 和 
一 2i 十 
一 3i 十 
依据 由 实 轴 和 虚 轴 这 两 条 数 轴 形 成 的 平西 复 平面 ,我 们 就 能 理 
解 复数 了 。 
A 
Bi 
3 十 2i 
A * 
计 
-3 2 oO 1 2 3 
一 ji 寺 
一 21 才 
—3i+ 
复 平 
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要 普及 复数 ， 就 必须 从 一 维 空间 飞跃 到 二 维 空间 了 。 
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眼看 米尔 嘉 的 解说 告 一 段落 了 , 泰 打 拉 举 起 了 手 , 手 上 还 拿 着 簧 子 …… 

“米尔 嘉 ， 我 想 问 个 问题 ……” 

这 时 下 午 课 的 预备 铃 啊 了 。 

“ 训 ? ! ” 泰 末 拉 遗 憾 地 收拾 起 盒饭 ， 摆 出 了 她 惯用 的 1, 1 2, 3 一 一 
斐 波 那 契 手势 就 回 自己 的 教室 了 ,“ 剩 下 的 放学 后 去 图 书 室 说 哦 !” 



























































































































































5.2 ”复数 的 和 与 积 


5.2.1 复数 的 和 

放学 后 ， 我 急忙 赶 到 图 书 室 ， 米 尔 嘉 和 泰 洒 拉 已 经 开始 讨论 了 。 

“复数 是 由 平面 上 的 点 表示 的 这 里 我 不 太 懂 。 不 ,我 知道 要 让 复 
数 3 十 2i 对 应 平面 上 的 点 (3,2), 但 是 我 认为 数字 是 数字 ， 点 是 点 ， 是 
回 事 。 “数字 ”和 “点 ”是 怎么 建立 关系 的 呢 ?” 

“数字 的 本 质 在 于 计算 。 用 点 计算 试 试 , 想 想 复数 的 和 与 积 。” 米尔 嘉 说 。 













































































































































































Kt 



























































(©) © © 









































细 都 可 以 用 复 平面 上 的 几何 图 形 来 表示 。 
我 们 用 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 表示 复数 的 和 。 因 为 复数 的 和 就 等 于 
横 坐标 x 与 纵 坐 标 y 的 和 ， 也 就 是 两 个 矢量 的 和 ， 很 简单 。 







































































































































































“复数 的 和 ” < 志 <> “平行 四 边 形 的 对 角 线 ” 
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在 图 上 举例 说 明 就 形象 了 。 两 个 复数 1 十 2i 和 3 十 i 的 和 等 于 4 十 3i。 


能 看 到 平行 四 边 形 吧 ? 












































(十 2i) 十 (3 二 让 = 二 4 十 3i 











复数 的 和 


5.2.2 复数 的 积 
这 次 是 复数 的 积 。 


现在 我 们 来 求 以 下 的 复数 a 和 8 的 积 。 


a =2+2i 
B =1+3i 



































首先 按 一 般 思 路 算 。 





















































aB = (22i)(1+3i) 根据 a=2 十 2i,8=1 十 3i 
一 2 十 6i 十 2i 十 6 展开 右边 的 式 子 
一 2 十 6i 十 2i 一 6 利用 这 = -1 这 个 条 件 
一 一 4 十 8i 分 实 部 和 虚 部 计算 






































然后 在 复 平 面 上 将 a, 6, ab 三 个 数字 作为 矢量 画 出 来 。 
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a0= 一 4 十 8i A 








B=1+3i 
Qa=2+2i 
DO > 
复数 的 积 














/ 





光 看 这 张 图 是 看 不 出 三 个 数字 的 几何 关系 的 。 
然而 我 们 加 上 点 (1 0) ， 稍 微 引 



































条 辅助 线 ， 两 个 相似 的 三 角形 就 会 


1 天 
如 星座 浮现 在 夜空 般 ， 呈 现在 眼前 。 以 这 张 图 来 看 ， 保 持 右 下 方 的 小 三 

















































































































































































































































































































第 形 的 比例 不 变 ， 将 其 扩大 并 旋转 ， 就 能 变 成 左 方 的 大 三 角形 。 用 计算 
坐标 的 方法 就 可 以 确认 三 边 比 例 是 否 相 等 。 
QaB=—4+8i A 
“复数 的 积 ” 可 以 用 “相似 的 三 角形 ”来 表示 。 但 这 又 意味 着 什么 呢 ? 
为 了 深入 研究 ， 我 们 用 极 坐标 的 形式 来 表示 复数 。 不 




















zy 坐标 来 表示 复 




























































































数 ， 而 是 用 到 原点 的 距离 (绝对 值 ) 和 与 > 轴 的 角度 ( 幅 








外 ) 的 组 合 来 表示 。 
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I 原点 O 的 距离 。 


复数 的 绝对 值 指 的 就 是 至 
E 半 和 轴 形 成 的 夹 角 。 


复数 的 幅 角 指 的 就 是 和 z 多 
例如 复数 2 十 21， 如 下 图 所 示 。 













































































2 十 2i 


























复数 2 + 2i 的 绝对 值 2V2 和 幅 角 45° 











原点 O 的 距离 是 2V2。 因 为 复数 2 十 2i 的 绝对 
直 是 2V2 , 所 以 这 下 能 明白 幅 角 是 45° 吧 ? 看 见 一 个 等 腰 直 角 三 角形 了 吧 ? 
2 十 2i 的 绝对 值 写 作 |2 十 2i|，2 十 2i 的 幅 角 则 写成 arg (2 十 2i)。 














色 股 定理 可 知 ， 到 











































































































Ew 
hh 




































































绝对 值 |2 + 2i| = 2V2 
幅 角 arg(2 + 2i) = 45? 









































Z 坐标 2 
《+ 人 复数 2+2i > 
y 坐标 2 





























此 时 a 的 绝对 值 怎样 呢 ? 
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因为 AOPQ 相似 于 人 OP'Q'， 所 以 这 两 个 三 角形 的 各 边 边 长 的 比 
例 相 等 。 
O08 _ OQ 
OP’ OP 
去 分 母 ， 得 到 
OQ’ x OP = OQ x OP’ 
又 因为 在 这 里 8'=ap,P=1,8=a,P'=f, 所 以 可 得 08’ = |ap|， 
OP =1,08=|al,OP’=|8|,， 即 
laB| = lal x |6| 
也 就 是 说 , “复数 的 积 ” 的 绝对 值 就 等 于 “复数 的 绝对 值 ”的 积 。 
接 下 来 ， 我 们 来 研究 a6 的 幅 角 。 
LPOQ’ = LP'O0Q’ + ZPOP"’ 
又 因为 人 OPQ 相 似 于 人 OP'Q'， 所 以 有 
LPOQ = LP'OQ’ 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 下 式 。 
LPOQ’ = LP’OQ’' + POP 
= ZPOQ + LZPOP’ 
在 此 又 因为 LPOQ’= arg(a8), LPOQ = arg(a), <POP' = arg(6)， 就 可 

















以 得 到 结论 。 





arg(a0) =arg(a) 十 arg(O) 
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归根 结 底 ,“ 复 数 的 积 ” 的 幅 角 就 等 于 “复数 的 幅 角 ”的 和 。 
综 上 所 述 ， 采 用 极 坐标 的 形式 就 可 以 得 到 下 面 这 种 关系 。 









































































































































“复数 的 积 ” 全 全 “绝对 值 的 积 ” 和“ 幅 角 的 和 ” 


laB| = |al x |8| 
arg(aB) =arg(o) 十 arg(D) 


























QB 的 绝对 值 等 于 a 的 绝对 值 乘 以 6 的 绝对 值 ， 这 很 正常 。 但 是 aB 
幅 角 居然 等 于 a 幅 角 加 幅 角 ? 这 就 很 有 意思 了 。 可 以 说 幅 角 具有 指数 
运算 的 性 质 。 
么 ， 能 从 几何 层面 理解 复数 的 积 ， 同 理 也 能 从 几何 层面 理解 复数 
平方 后 的 式 子 。 我 们 用 复 平面 的 知识 ， 再 研究 一 下 午饭 时 那 道 速度 题 
“平方 等 于 一 1 的 数字 ”。 




















































































































































































































































































































































































































5.2.3 复 平面 上 的 士 i 
我 们 用 复 平 面 的 知识 ， 再 研究 一 下 “平方 等 于 一 1 的 数字 ”。 如 易 
代数 的 眼光 来 看 方程 zz = -1， 问 题 就 是 
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平方 等 于 一 1 的 数字 是 什么 ? 


























而 如 果 用 几何 的 眼光 来 看 ， 问 题 就 















































扩大 及 旋转 才能 令 其 变换 两 次 后 得 一 1? 





如 何 


En 
瑟 








话说 回来 ，-1 到 底 是 什么 ， 1 是 “绝对 值 为 1， 幅 角 
为 180”” 的 一 个 点 。 因 为 可 以 靠 “ 绝 对 值 的 积 与 幅 角 的 和 ”来 计算 复数 的 


积 ， 所 以 平方 后 等 于 -1 的 复数 zx 的 性 质 就 是 “绝对 值 平方 后 为 1， 幅 角 
扩大 2 倍 为 180”。 























































































































































































































平方 等 于 1 的 正 数 是 VL = 1。 扩 大 2 倍 为 180° 的 幅 
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第 就 是 90"。 也 
















































































































































































































































































就 是 说 , 绝对 值 为 1, 幅 角 是 90° 的 复数 平方 后 为 -1。 这 确实 与 复数 i 一 致 。 
A 
i( 幅 角 90°) 
ss 
让 \ 
Y A 
( 幅 角 180°) O 1( 幅 角 0?) 
一 1 和 i 的 幅 
然而 ，z2 = 一 1 应 该 有 土 i 两 个 解 。 另 一 个 解 z= -i 去 哪儿 了 呢 ?” 实 
乐 上 ， 扩 大 2 倍 为 180° 的 幅 个 ,分别 是 十 90” 和 -90"。 这 两 个 
刚好 与 二 i 和 一 i 对应。 一 90° 角 扩 大 2 信和 是 一 180", 但 180° 与 一 180° 
实际 上 是 同一 个 角度 。 





























( 幅 角 土 180°) 一 1 
















































































A 
i( 幅 角 十 90°) 
PR na i se 
A 
+. 所 
, 
$ 
O /1( 幅 角 0°) 
\ 人 
of 
\ Fs 
Sr 
i( 幅 90°) 
i 和 一 i 的 幅 
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这 样 ， 如 果 可 以 把 土 看 作 是 “绝对 值 为 1， 幅 角 是 土 90° 的 复数 ”， 
“ 士 i 平 方 后 等 于 -1” 的 性 质 就 没什么 别扭 的 了 。 也 就 是 说 ,“ 向 右 连续 
转 两 次 ” 和 “ 辐 左 连续 转 两 次 ”就 等 于 “ 疝 后 转 "。 
几何 方法 更 容易 形象 生动 地 体现 数字 的 性 质 。 将 复数 这 个 “数字 ” 
表现 为 复 平 面 上 的 “点 "， 确 实 是 个 很 棒 的 点 子 。 
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“很 棱 的 点 子 。” 米 尔 嘉 说 。 
米尔 嘉 流 畅 的 解说 令 我 和 泰和 打 拉 深 深 地 折服 了 ， 一 时 间 我 们 都 沉默 
得 不 知道 说 什么 。 















































Ua 


沿 





也 














“对 了 ,米尔 嘉 。 我 说 ,“ 因 为 复数 包含 实数 ， 所 以 同一 规 得 
于 计算 实数 的 积 吧 ?” 

米尔 亮 沉 默 地 点 点 头 。 我 继续 往 下 说 。 

“比如 有 这 么 一 个 问题 一 一 负数 乘 以 负数 为 什么 得 正 数 " 。 
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负 x 负 = 了 























、 





下 上 的 旋转 。 比 如 , 我 们 来 考虑 下 面 这 个 式 子 。 





这 里 会 自然 而 然 地 想到 复习 















































(-1) x (-1)=1 





























乘 两 次 一 1 也 就 相当 于 将 一 1 的 幅 角 180 扩 大 两 倍 ， 就 变 成 了 旋转 360”， 
等 于 根本 没 旋转 。 根 本 没 旋转 指 的 是 幅 角 为 0"， 对 应 1 这 个 数字 对 吧 。 
“ 泰 条 拉 ， 刚 才 他 说 的 你 明白 吗 ?” 米 尔 嘉 问 。 
“ 啊 ， 这 个 …… 我 明白 了 。” 泰 条 拉 回 答 。 
“ 那 就 好 ， 就 像 他 说 的 那样 ， 负 负 得 正 ” 是 很 自然 的 ， 要 问 有 多 自然 ， 
就 像 “连续 向 后 转 两 次 就 回 到 原来 的 朝向 ” 一样 自然 。 
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阿 , 之 前 从 米尔 嘉 那 听 到 “w 的 华尔兹 ”的 时 候 , 差不多 也 是 这 个 感觉 。 
只 看 实数 来 说 明 负 数 的 积 ， 是 无 法 直观 地 理解 的 。 然 而 用 复 平 面 旋转 来 
多 象 地 说 明 ,就 不 觉得 负数 的 积 别扭 了 。 把 较为 宽广 的 复数 世界 描绘 于 心 ， 
纪 就 能 彻底 理解 深 埋 于 其 中 的 实数 世界 了 。 从 高 维 空间 往 下 看 ， 找 寻 数 
字 结 构 也 就 容易 了 许多 …… 
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泰 条 拉 突 然 开 了 口 。 
“米尔 嘉 …… 我 感觉 …… 有 点 明白 了 。 用 复 平面 来 将 数字 和 点 对 应 。 
数字 的 计算 对 应 点 的 移动 。 这 样 同时 加 深 了 对 数字 和 点 的 理解 …… 对 吧 ? ” 















































































































































“说 的 没 错 ， 秦 条 拉 。 将 数字 和 点 对 应 ,代数 和 几何 对 应 ”米尔 嘉 说 。 
尺 数 ”ec 几何 
所 有 复数 的 集合 +> 复 平 理 
复数 a+bi > 复 平面 上 的 点 (a, 5) 
复数 的 集合 + 复 平 面 上 的 图 形 
复数 的 和 ”> 平行 四 边 形 的 对 角 线 
复数 的 积 ”> 绝对 值 的 积 ， 幅 角 的 和 (扩大 及 旋转 ) 













































































“ 复 平面 是 代数 和 几何 遂 后 的 舞台 。” 
米尔 嘉 说 着 ， 将 食指 轻 轻 贴 在 自己 的 双 展 上 。 
“在 复 平 面 这 个 舞台 上 ， 代 数 和 几何 接吻 了 。” 


米尔 亮 的 一 句 话 ， 巷 得 泰 洒 拉面 纪 
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5.3 五 个 格 点 


5.3.1 卡片 





























第 二 天 放学 后 ， 我 儿 






























































































































































































































































今天 我 书 室 算 题 。 米 尔 需 先 回去 了 ， 泰 洒 拉 却 没 有 出 现 。 
已 虽 然 计 算得 很 顺 无 聊 。 

我 顺 着 住宅 ， 却 被 背后 一 声 “ 学 < 
叫 住 了 。 泰 末 拉 

“学 长 ， 哈 啊 ， 上 你 了 。 

“我 以 为 你 已 

“ 险 啊 …… 我 ,我 书 室 , 一 , 一 会 儿 。” 泰 末 拉 上 人 气 不 
接 下 气 地 说 着 ， 深 深 “ 那 什么 ,今天 早上 我 去 老师 办 公 








室 了 哦 。” 


“中 因 站 


My 

















泰 条 拉 取 出 卡片 。 


问题 5-2 (五 个 格 点 ) 
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“我 跟 村 木 老师 聊 了 聊 复 习 
































假设 w,2 为 整数 ， 把 在 复 平 面 上 与 复数 e 十 上 对 


1， 他 就 全 给 了 我 新 的 问题 。 


应 的 点 称 为 格 点 。 











现在 给 出 五 个 格 点 ， 这 五 个 格 点 的 亿 



























































是 随意 的 ， 请 i 




















E 明 我 们 可 以 从 ! 








选 出 某 两 个 合适 的 点 卫 和 @， 使 得 线段 PQ 的 中 点 M 也 是 格 点 。 中 点 














M 可 与 给 出 的 五 个 格 点 位 























“学 长 ， 这 个 
这 语调 似乎 



































图 
咖 ? 只 给 出 








CE 到 
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有 点 难 
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我 边 走边 看 卡片 ， 思 考 着。 和 泰 条 拉 一 边 偷 瞄 着 我 的 神情 ， 一 边 在 我 
身 旁 不 停 地 打转 。 小 动物 泰 休 拉 。 

线段 PQ 的 中 点 MM 指 的 是 将 线段 PQ 二 等 分 的 点 。 中 点 是 图 形 …… 不 ， 
是 几何 表示 。 使 用 坐标 思考 的 时 候 ， 就 需要 用 数学 公式 体现 中 点 这 个 具 
有 几何 性 质 的 说 法 。 把 两 点 的 坐标 记 作 (zx,y) 和 (zy 0) ， 中 点 的 坐标 就 
可 以 写成 























































































































































































































































































































“ 嗯 ， 花 一 天 去 想 肯 定 能 解 开 。 不 过 要 是 用 一 整 天 都 没 解 开 ， 那 么 即 
使 伦 上 一 星期 肯定 也 解 不 开 了 。” 我 说 。 
“ 咽 嘿 嘿 :…… 学 长 的 意思 是 说 ， 这 题 很 难 唆 ?” 
“ 喂 泰 条 拉 ， 你 干吗 一 副 深 不 可 测 的 样子 ?” 
“因为 解 开 了 !” 

“ 解 开 什 么 ?” 

这 个 问题 啊 ! 难道 还 有 别 的 吗 ?” 

“ 谁 解 开 的 ?” 
就 是 本 姑娘 ， 泰 淋 拉 ! ”泰和 打 拉 举 起 右手 示意 。 
“ 解 开 什么 ?” 


这 个 问题 啊 ! 学 长 ,不 要 开玩笑 嘛 。 我 从 村 木 老 师 那 接 到 问题 
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以 后 就 一 直 在 想 。 因 为 总 感觉 能 解 开 ， 所 以 上 课 也 在 一 直 研 究 。 
相 Ur 咽 O ” 
“然后 ， 我 只 花 了 几 个 小 时 就 解 开 了 1! ” 
“EE 课 时 间 a 到 
“学 长 ， 你 想 听 不 ? 想 听 吗 ? 我 的 答案 ! ” 























泰 条 拉 把 手 交 所 在 胸 前 ， 从 下 方 涓 着 我 。 
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“好 好 ， 请 i 
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”既然 她 者 
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长 芭 
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“那么 ,我们 去 “豆子 ”i 


5.3.2 


“豆子 ”咖啡 店 































































































H 了 最 终 武 器 ， 我 也 就 没 办 法 了 。 































































































































































































我 们 走 进 了 车 站 前 那 家 名 叫 “豆子 "的 咖啡 店 ， 随 便 点 了 些 东西 之 后 ， 
泰 末 拉 就 翻 开 了 笔记 本 。 研 究 数学 的 时 候 我 们 总 是 并 排 坐 , 这 样 方便 看 笔记 ， 
而 且 …… 嗯 ， 因 为 方便 看 笔记 。 

“首先 ， 按 照 原理 ， 用 实际 例子 来 验证 自己 的 理解 。 因 为 “示例 是 理 
解 的 试金石 嘛 。 我 们 就 随便 设 五 个 格 点 吧 。 

A(4,1), B(7,3), COC(4,6), D(2,5), E(1,2) 


“我 们 




















计算 





! 点 ， 束 发 现 
把 点 4, D 当成 点 P, 8。 这 样 


5 

















实 出 现 了 格 点 。 就 这 个 例子 来 说 ， 我 们 




















线 


段 PQ 的 





1 太 就 是 格 点 M(3, 3)。” 
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线段 AB 的 中 点 ( 竺 ? 3) = (55,2) 
线段 4C 的 点 = (等 4 [= 他 3 
线段 AD 的 点 - (全 2 =,3) ( 格 点 ) 
线段 AE 的 点 = (全 #2) = (25,15) 
线段 BC 的 中 点 = (也 2 = (5.5,4.5) 
线段 BD 的 中 点 (32 3 = (5 
线段 BE 的 中 点 = ( 字 2 一 (25 
线段 CD 的 中 点 = ( 委 2 3 ) = (3,5.5) 
线段 CB 的 中 点 = ( 公 : 5 和 = (2.5,4) 
线段 DE 的 点 = (于 2) = .5.35) 

















泰 条 拉 高 高 举 起 握 紧 的 拳头 扬言 道 : “那么 ,我 要 在 此 拿 出 “秘密 



































[ 具 ” 了 !” 


“什么 秘密 工具 啊 ， 灯 拉 A 梦 ?” 
“是 “调查 奇偶 性 ” 啤 1” 今 天 的 泰 条 拉 ， 眼 中 闪 着 不 一 样 的 神采 。 
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是 “调查 奇偶 性 ” 啦 ! 
设 与 格 点 对 应 的 复数 为 = 十 站 ， 调 查 r,y 的 奇偶 性 ， 这 样 一 来 ， 就 
会 变 成 下 面 四 种 情况 中 的 一 种 。 
E y 
况 1 偶数 偶数 
况 2 ”偶数 奇数 
情况 3 ”奇数 ”偶数 
况 4 ”奇数 ”奇数 
给 出 了 五 个 格 点 。 





























Ba 


为 我 们 把 五 个 格 点 分 类 成 四 种 情况 ， 所 以 至 少 有 两 个 点 与 z,g 的 
奇偶 性 相同 。 

我 们 把 这 两 个 与 z,y 奇偶 性 相同 的 点 设 为 PQ。 比如 已 (偶数 , 奇数 )， 
Q (偶数 ， 奇 数 )。 因 为 P,Q 的 坐标 和 z,y 模 纵 坐 标的 奇偶 性 是 相同 的 ， 
所 以 已 @ 的 中 点 M 的 横 坐标 > 和 纵 坐 标 y 就 是 下 面 这 种 形式 。 

偶数 十 偶数” 成考” 奇数 十 奇数 
2 2 

偶数 与 个 数 的 和 ， 奇 数 与 奇数 的 和 都 是 偶数 。 








































































































































































































> 
by 














偶数 偶数 二 个 ; 
奇数 十 奇数 = 偶数 


























所 以 已 8 的 中 点 凡 的 坐标 是 偶数 除 以 2， 横 华 标 z 和 纵 坐 标 y 都 是 整数 。 
这 就 说 明 ，M 是 格 点 。 
综 上 所 述 ， 可 证 得 不 管 五 个 格 点 放 在 
两 点 的 中 点 为 格 点 。 
好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 …… 嘿 嘿 。 












































一 | 





那里 ， 都 可 以 选 出 两 点 ， 使 这 
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解答 5-2 (五 个 格 点 ) 
不 管 五 个 格 点 在 哪里 ， 都 存在 坐标 奇偶 性 一 致 的 两 个 点 。 可 以 将 这 
个 点 革 为 2 Qa 
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“嘿嘿 。 泰 洒 拉 似乎 很 高 兴 地 说 道 。 
居然 用 了 米尔 问 的 标志 性 合 词 。 泰 打 拉 真有 一 套 啊 。 
话说 回来 ……: 
“这 漂亮 地 运用 了 铝 短 原理 呀 。 
“ 鲍 笼 原理 …… 那 是 什么 ? ” 泰 采 拉 笨拙 地 东张西望 。 一 一 在 学 铝 子 吗 ? 
“ 铝 笼 原理 说 的 是 ， 有 浆 十 工具 铝 子 钻 进 对 个 铝 笼 ， 那 么 至 少 有 一 个 

饮 笼 里 关 着 两 只 或 两 只 以 上 的 镶 子 。 就 是 这 么 个 原理 。” 

“ 咖 …… 这 不 是 理所当然 的 吗 ?” 
“是 理所当然 ， 不 过 也 是 个 方便 的 原理 。 
“这 次 的 问题 里 有 出 现 铝 笼 吗 ?” 
““ 奇 偶 的 情况 ”就 是 馈 簿 ， 格 点 就 是 包子 。 "把 五 个 格 点 分 类 成 四 

情况 ， 至 少 有 两 个 格 点 是 同一 情况 跟 “在 四 个 铝 笼 里 放 五 只 名 子 ， 至 少 























































































































































































































































































































































































































































































































































































































j 只 进 了 同一 个 鲍 笼 " 是 一 回 事 吧 。” 
“学 长 …… 没 错 ， 没 错 ， 确 实 没 错 1” 
“你 说 了 三 次 “ 没 错 ' ， 质 数 。” 
“信息 原理 …… 真 的 用 到 了 呢 1” 
































饮 短 原理 
有 n+ 工具 鲍 子 铅 进 m 个 名 笼 ， 那 么 至 少 有 一 个 铝 笼 里 关 痢 两 只 或 


两 只 以 上 的 久子 。 在 这 里 ,，n 是 自然 数 。 
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这 原理 说 起 来 谁 都 履 ， 没 想到 居然 还 起 了 名 字 ， 得 写 下 来 才 行 ， 馈 

























































































泰 洒 拉 拿 出 笔 袋 ， 把 鲍 笼 原理 记 在 笔记 本 上 。 
“ 喷 ? 泰 末 拉 ， 给 我 看 看 你 那 页 笔记 。 
这 页 吗 ? 是 我 算 了 又 算 的 草稿 ， 太 丢人 了 。” 

















































































































笔记 写 了 大 概 有 5 页 ， 上 面 画 了 一 堆 格 点 和 格 点 连 成 的 星 形 图 形 。 
很 明显 泰 休 拉 一 直 想 着 这 个 格 点 问题 ， 试 了 多 种 多 样 的 情况 。 



























































“ 泰 打 拉 ， 你 试 了 很 多 种 情况 啊 。” 
“ 没 错 。 我 把 学 长 你 经 常 挂 在 嘴 边 的 那 句 ‘示例 是 理解 的 试金石 ” 拿 
来 实践 了 。 为 了 能 真正 理解 这 个 问题 ， 就 一 个 劲 儿 地 举例 子 ， 确 实 怎么 
举例 都 会 出 现 格 点 。 然 后 我 就 回 到 了 格 点 的 定义 一 一 横 坐 标 x 和 纵 坐 标 
y 都 是 整数 。 要 想 让 中 点 成 为 格 点 ， 必 须 让 两 点 坐标 的 和 能 被 2 整除 …… 
然后 我 走 到 这 一 步 才 意识 到 要 分 奇偶 情况 讨论 。 所 以 能 解决 这 个 问题 ， 
都 是 多 亏 了 学 长 。” 
泰 条 拉 说 着 ， 脸 上 绽开 微笑 。 
奈 朵 拉 很 努力 嘛 。 
个 小 挂 饰 重 在 泰 灯 拉 的 笔 袋 下 ,一 个 是 用 细 长 的 银色 金属 丝 弯 成 
的 鱼 形 挂 饰 , 还 有 一 个 是 发 着 蓝 色 金属 光泽 的 字母 M。 是 名 字 的 首 字母 吗 ? 
不 过 ， 泰 打 拉 的 首 字母 是 工 啊 。 
M， 是 谁 名 字 的 首 字 母 呢 ? 
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< o 





放学 后 的 教室 ， 只 剩 下 我 和 米尔 嘉 。 
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“你 可 爱 的 妹妹 还 好 吧 ?” 
米尔 嘉 轻 轻 用 手指 撩 起 垂 散在 额头 前 的 刘海 ， 问 道 。 
认 ? 啊 ， 你 说 尤 里 ?” 她 挺 好 的 ， 脚 已 经 没事 了 。 



































































































































“ 咽 ， 因 为 从 小 就 在 一 起 。 
亡 里 跟 你 长 得 很 像 嘛 。” 米 尔 嘉 说 。 
“是 吗 …… :差不多 吧 ， 因 为 是 杀 威 嘛 。” 
















































































J 日 HN 9 
低 强 O 


巴 
“她 被 你 突然 给 了 一 句 ， 犹 如 醒 酬 灌顶， 很 高 兴 。 


































































































米尔 需 伸 出 右手 ， 触 全 我 的 左 耳 。 
“于 ， 干 什么? ! ”我 吓 了 一 跳 ， 身 子 直 往 后 缩 。 






























































































































































“ 耳 条 形状 很 像 ， 你 跟 尤 里 。” 

“是 ， 是 吗 ……” 我 怎么 会 记得 耳 基 的 形状 啊 。 
“拐点 的 位 置 。 

“| 阿 ?” 



































“万 里 的 耳 条 ， 这 里 也 有 一 个 拐点 。” 
米尔 嘉 摸 痢 我 的 
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“怎么 脸红 了 ? ”米尔 嘉 焉 着 头 看 我 。 
“我 才 没 脸红 呢 !1” 
“你 还 能 知道 自己 脸 是 什么 颜色 啊 ， 真 有 才 。” 

“因为 你 眼镜 里 照 出 我 的 脸 了 。” 

“ 喔 …… 能 看 见 啊 。 

“能 看 见 , 你 看 ……” 我 竣 上 去 , 采 着 自己 在 米尔 嘉 眼 镜 里 的 影子 ,“ 这 
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“你 的 眼镜 也 把 我 照 出 来 了 。” 米 尔 嘉 说 。 
一 句 话 让 我 意识 到 ， 我 无 意 之 间 巾 她 太 近 了 。 
米尔 嘉 伸 出 双手 ， 抓 住 我 两 只 耳 基 。 


她 就 这 么 把 我 拉 了 过 去 .…… 





































































































有 的 大 嗓门 登 























I 
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TT 
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“学 长 ， 大 发 现 大 发 现 ! "活力 四 射 的 少女 伴 
场 了 。 











米尔 嘉 迅 速 放 开 手 ， 我 险些 向 后 跌倒 。 

泰 打 拉 看 我 们 没 在 图 书 室 ， 就 过 来 找 我 们 了 。 
“我 把 “两 个 数 的 平方 差 等 于 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 " 用 在 复数 上 ， 
发 现 了 不 得 了 的 事 ! 能 把 质数 因数 分 解 ! ” 


泰 条 拉 高 高 挥动 着 手 里 的 笔记 本 。 































































































































































































































































































“ 打 个 比方 , 我 试 着 把 2 分 解 成 1 十 1 这 样 的 形式 , 做 了 这 样 的 变形 。” 
2=1+1 把 2 拆 成 1 跟 1 的 和 

=12+1 把 1 写成 12 

= = (=1) 把 1 写成 (一 1) 

关闭 一 1 等 于 这 

二 (1 二 i)(1 一 把 “平方 差 ” 变 成 “和 与 差 的 积 ” 的 形式 























“也 就 是 说 ， 存 在 以 下 等 式 !” 


2=(1+i)(1—i) 











“这 样 ， 就 把 质数 2 因数 分 解 了 ! ” 
啊 …… 我 总 算 明 白 她 想 说 什么 了 。 
“我 说 ， 泰 条 拉 …… 计 算 本 身 是 正确 的 ,但 是 你 把 2 分 解 成 了 复数 的 
积 ， 并 不 是 整数 的 积 。 


日 是 ……… 如 泰 打 拉 把 


































































































目光 投 到 笔记 本 上 。 
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我 知道 你 喜欢 因数 分 解 , 但 是 这 样 根 本 说 不 过 去 啊 ! 啊 , 好 疼 !1” 
“不 配 当 老师 。” 米 尔 嘉 说 。 
“我 又 不 是 老师 ! ”而 且 也 不 至 于 蹦 我 啊 。 
“展开 思路 。” 米 尔 嘉 无 视 了 我 ,继续 说 道 ,“ 确 实 泰 人 打 拉 的 等 式 
2 二 (1 十 i)(1 一) 没 把 质数 分 解 成 整数 的 积 的 形式 , 但 是 把 1 十 i 和 
1 一 i 看 成 整数 的 一 种 又 如 何 呢 ?事实 上 ， 当 a,b 为 整数 时 ,复数 a 填 0i 
称 为 高 斯 整数 。1 十 i, 1 一 i,3 十 2i, 一 4 十 8i 这 样 的 都 是 高 斯 整数 。 当 然 
高 斯 整数 也 包括 a 十 bi 中 5=0 的 情况 ， 也 就 是 说 高 斯 整数 包含 普通 的 
整数 。 全 体 整 数 的 集合 写作 也 ,全 体高 斯 整数 的 集合 写作 Z[i] ， 这 个 表 

















方法 ， 和 象 和 








整数 乙 和 高 斯 整数 忆 [ 订 


Fi 缠绕 着 Z。” 

































































































































































































































































































































































假设 a,5 为 整数 ， 则 我 们 把 a 十 下 称 为 高 斯 整数 。 
ZZ 二 {…, 一 2, 一 1,0,1,2,…} 全 体 整 数 的 集合 
| Z[i]={a+bilae 2Z,b eZ} 全 体高 斯 整数 的 集合 
当 a eZ, be ZZ 时 , 我 们 用 {a 十 bi|a eZ,be 2Z} 表示 全 体 a 二 bi 
， 形 式 的 数字 集合 。 
“就 像 取 整数 时 取 数 轴 上 分 散 的 值 一 样 ， 取 高 斯 整数 时 也 要 取 复 平 下 
F 分 散 的 值 。 整 数 是 一 维 空间 ， 高 斯 整数 是 二 维 空间 。” 
“米尔 嘉 ， 这 是 格 点 吧 !” 泰 末 拉 叫 道 。 
“ 没 错 。 高 斯 整数 对 应 复 平面 上 的 格 点 。 泰 条 拉 你 刚刚 用 2= (1 十 让 ) 
(1 一 i) 表示 的 就 是 
在 整数 世 ! 是 质数 ， 
但 在 高 斯 整数 Z[i] 中 不 能 成 为 质数 的 数字 。 
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2 这 个 数字 在 整数 忆 里 是 质数 ， 可 是 在 高 斯 整数 [i] 里 就 不 是 质数 ， 因 为 
它 能 分 解 成 积 的 形式 。 

“就 像 是 不 应 该 坏 掉 的 原子 坏 掉 了 吗 ……” 我 说 。 

“这 比喻 挺 浪漫 的 嘛 。” 米 尔 嘉 冷 冷 地 回 了 我 一 句 。 

“我 们 的 质数 ， 在 高 斯 整数 Z[i] 里 ， 全 部 都 能 被 因数 分 解 呢 ……” 
“ 谁 说 “全 部 的?” 
“ 啊 ? 不 …… 不 对 吗 ?” 泰 打 拉 慌 了 。 
“不 对 。 我 们 的 整数 也 里 包含 两 种 质数 。 一 种 拿 到 高 斯 整数 Z[i] 里 
能 分 解 成 积 的 形式 ， 可 以 说 是 “可 以 粉碎 的 质数 '。 打 比方 说 ， 把 2 拿 到 
Z[i] 的 世界 里 进行 分 解 ， 就 得 到 (1 +i)(1 -i)。 而 另 一 种 质数 即使 拿 到 
高 斯 整数 Z[i] 里 ， 也 不 能 分 解 成 积 的 形式 ， 这 就 是 “无 法 粉碎 的 质数 '。 
比如 3， 即 使 把 它 拿 到 Z[ 订 里 也 无 法 将 其 粉碎 。3 即使 在 Zi] 里 也 还 是 
质数 。 但 是 要 注意 一 下 ， 可 以 粉碎 和 无 法 粉碎 不 是 正式 的 数学 用 语 。+1 
既 不 是 合 数 也 不 是 质数 ， 它 叫 作 单数 。” 
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整数 也 合 数 (+4, 士 6, 十 8 十 9, 士 10,…) 
































“可 以 粉碎 的 质数 ” 可 以 用 Zi 分 解 成 积 的 形式 











质数 | 























“无 法 粉碎 的 质数 ” 不 能 用 Zi 分 解 成 积 的 形式 




















原来 如 此 ,“ 可 以 粉碎 的 质数 ”和 “无 法 粉碎 的 质数 ”…… 米 尔 嘉 这 不 
也 用 了 个 浪漫 的 比喻 吗 。 
































米尔 嘉 扫 视 了 一 下 我 们 的 表情 ， 缓 缓 地 转 过 去 ， 面 向 黑板 。 我 跟 泰 























5.4 可 以 粉碎 的 质数 131 











采 拉 简直 像 中 了 那 一 样 跟着 她 。 
米尔 嘉 拿 过 一 支 粉笔 ， 静 静 地 闭 上 眼 …… 三 秒 钟 。 
“从 现在 开始 ,来 把 我 们 的 质数 一 个 个 粉碎 ， 试 试 能 不 能 看 穿 有 哪些 

情况 属于 “无 法 粉碎 的 质数 。 
米尔 器 开始 在 黑板 上 写 起 了 数学 公式 。 






















































































































































































2=(1+i)(1—i) 可 以 粉碎 
8 三 无 法 粉碎 
5= (1+2i)(1— 2i) 可 以 粉碎 
7 全 无 法 粉碎 
于 无 法 粉碎 
13= (2+ 3i)(2— 3i) 可 以 粉碎 
17= (4+i)(4—i) 可 以 粉碎 






































“还 看 不 太 出 来 。 我 们 把 质数 列 中 “无 法 粉碎 的 质数 ” 圈 出 来 。” 
2 (3) 5 (1) GD 13 17 


“这 样 也 看 不 出 来 。 我 们 干脆 不 用 质数 列 ， 而 是 用 全 体 整 数列 来 看 看 。 
巴 从 2 到 17 的 所 有 整数 中 “无 法 粉碎 的 质数 " 画 上 圈 , 就 能 看 出 些 端倪 了 。” 
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2 GB)456 0 89 10 (DD 12 13 14 15 16 17 
































替换 成 表 的 形式 ， 就 能 清楚 地 看 出 都 有 哪些 情况 了 。 


2 (3) 
4 5 6 © 
8 9 10 0 


12 13 14 15 
TL.6y 7, rons 
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“这 之 后 会 怎么 样 呢 ? 我 非常 ,非常 想 知道 ! " 泰 琳 拉 看 着 米尔 嘉 ， 
激动 得 脸 都 泛 起 了 红 潮 。 
“确实 很 令 人 感 兴趣 。 那 么 ， 我 们 按 顺 序 来 粉 俯 比 17 大 的 质数 。 米 
尔 嘉 继续 写 下 数学 公式 ， 粉 笔 融 击 黑 板 的 声音 也 高 晶 了 许多 。 



































































































































19=19 无 法 粉碎 
23 =23 无 法 粉碎 
29= (5+2i)(5— 2i) 可 以 粉碎 
纺 二 人 9 无 法 粉碎 
37= (6++i)(6—i) 可 以 粉碎 
41 = (5 二 4i)(5 一 4i) 可 以 粉碎 
43= 43 无 法 粉碎 
47=47 无 法 粉碎 
53= (7+2i)(7— 2i) 可 以 粉碎 
59=59 无 法 粉碎 
61= (6+5i)(6— 5i) 可 以 粉碎 
67= 67 无 法 粉碎 
71=71 无 法 粉碎 
73 = (8+ 3i)(8— 3i) 可 以 粉碎 
79 = 79 无 法 粉碎 
83 = 83 无 法 粉碎 
89 二 (8 十 5i)(8— 5i) 可 以 粉碎 
97= (9 十 4i)(9 -4i) 可 以 粉碎 
































“来 , 我们 把 这 些 结果 做 成 表 的 形式 。 质 数 以 外 的 数字 我 们 用 . 来 代替 。” 
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2 人 G) 

5 ， (7) 

> I 

13 . . 

17 . (9 

.3 

29 的 

37 

41 . (3 
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61 . 

地 
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89 
97 
































“! ”我 吃 了 一 慰 。 真 令 人 恢 讶 。 画 圈 的 数字 整齐 地 排列 在 右 端 。 项 

为 表 的 每 行 包含 4 个 数字 …… 所 以 右 端的 是 “ 除 以 4 后 余数 为 3 的 质数 ”。 

画 圈 的 是 “无 法 粉碎 的 质数 "。 也 就 是 说 ,“ 可 以 粉碎 的 质数 "， 即 能 

3 (a 十 bi)(a 一 i) 的 形式 表示 的 质数 除 以 4 后 ， 余 数 不 为 3， 不 是 吗 ? 
除 以 4 之 后 的 余数 有 什么 特别 的 含义 吗 ? 
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问题 5-3 (可 以 粉碎 的 质数 ) 
质数 p 和 整数 a,b 具 有 以 下 关系 。 证 明 p 除 以 4 余数 不 为 3。 
































p= (a++bi)(a — bi) 

















“要 证 明 这 个 太 简单 了 。” 米尔 嘉 说 。 

把 整数 根据 除 以 4 的 余数 进行 分 类 ， 整 数 除 以 4 的 余数 无 非 就 是 
0,1, 2, 3 中 的 一 个 。 换 言 之 ， 所 有 的 整数 都 包含 在 下 列 式 子 之 中 (其 中 4 
为 整数 )。 

























































































4gq 二 0 
4g 十 1 
409 十 2 
4g 二 3 

















将 这 些 式 子平 方 ， 再 提出 4。 











(4g+0)? = 16g? 一 4 
(4g+1)*=16g2+8g+1 =4 
(4g+2)*?=16g2+1l6g+4 =4 
(4g 十 3)2 = 16q2 十 24g 十 9 =4 





( 
( 
(4q2 +4dg 二 1) +0 
(4q2 十 6g 十 2) 十 1 












































也 就 是 说 ， 用 平方 数 除 以 4 的 余数 只 能 是 0 或 者 1。 因 此， 两 个 平方 
数 的 和 o2 十 好 除 以 4 的 余数 只 能 是 0+0=0、0+1=1 或 者 1+1=2 
/Me 
丸 此 ，(a 十 i)(a 一 了 i) 一 o2 十 妈 除 以 4 的 余数 不 会 是 3。 
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解答 5-3 (可 以 粉碎 的 质数 ) 
1. 平方 数 a? 除 以 4 的 余数 不 是 0 就 是 1。 
2. 平方 数 中 除 以 4 的 余数 也 不 是 0 就 是 1。 
3. 两 个 平方 数 的 和 a2 十 刀 除 以 4 的 余数 是 0,1, 2 中 的 一 个 。 
4. 因此 ,Qa2 十 如 二 (a 十 扣 )(a 一 0i) =p 除 以 4 的 余数 不 会 是 3。 
































“ 综 上 所 述 ， 可 以 粉 健 的 质数 除 以 4 余数 不 是 3。 实际 上 ， 耕 把 p 作 
为 奇 质数 ， 则 存在 以 下 关系 。 























p= (a 十 i)(a 一 bi) < 全 p 除 以 4 余数 为 1 











这 么 说 来 ,以 前 我 还 出 过 找 不 同 的 题 呢 。239, 251, 257, 263, 271, 283 
这 些 数字 中 ,不 同 的 是 257。 只 有 这 个 数 是 “可 以 粉碎 的 质数 '， 因 为 只 
有 257 这 个 质数 除 以 4 余数 为 1。” 




































































239 = 239 无 法 粉碎 
251 一 251 无 法 粉碎 
257==(16+i)(16—i) 可 以 粉碎 
263 = 263 无 法 粉碎 
271 = 271 无 法 粉碎 
283 = 283 无 法 粉碎 
“ 除 以 4 余数 为 3 的 质数 ,不 仅 不 能 因数 分 解 为 (a 十 bi)(a 一 bi) 的 















































区 式 ， 也 无 法 分 解 为 其 他 任何 形式 。 实 际 上 ， 整 数 马 中 除 以 4 余数 为 3 
的 质数 在 Zfi] 里 也 起 着 “质数 ”的 作用 。” 

我 咀嚼 着 米尔 嘉 的 话 ， 感 觉 很 不 可 思议 。 使 用 高 斯 整数 Zi， 就 能 
理解 整数 乙 中 存在 可 以 粉碎 质数 的 情况 。 
但 是 ， 没 想到 研究 能 否 粉碎 竟然 跟 “ 除 以 4 的 余数 ” 有关 。 用 余数 帮 













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































136 第 5 章 可 以 粉碎 的 质数 
究 整 数 原来 这 么 深奥 啊 。 

除法 和 余数 我 们 在 小 学 就 学 了 。 原 来 不 知 不 觉 中 我 们 从 小 学 开始 就 
拿 着 “ 求 余数 ”这 个 强 有 力 的 工具 了 啊 。 想 起 小 学 时 学 除法 的 时 候 ， 我 们 
一 字 一 顿 地 跟着 老师 念 :“ 除 一 一 数 一 一 ”。 像 是 被 这 段 记忆 达 引 着 一 般 ， 
我 想起 了 小 学 高 年 级 时 期 的 老师 。 老 师 看 了 我 的 笔记 本 ， 表 扬 我 :“ 你 写 
的 数字 真 漂亮 。” 从 那 以 后 ， 我 就 喜欢 在 笔记 本 上 写 数学 公式 了 。 

泰 打 拉 开 了 口 。 

“米尔 嘉 ， 在 复 平面 里 计算 , 在 ZIi] 里 计算 ,在 马里 计算 …… 在 这 
么 多 范围 里 计算 数字 ， 好 有 意思 啊 ， 而 且 还 掺 杂 着 图 形 ……” 

“考虑 计算 的 结构 是 很 有 意思 的 。 米尔 嘉 回 答 ,“ 为 了 将 计算 进一步 
思考 归纳 , 我 们 有 一 个 概念 一 一 群 。 这 也 很 有 意思 , 不 过 今天 我 们 该 回去 了 ， 
明天 再 讲 群 论 。” 

“好 。 泰 末 拉 答 道 。 

我 重新 想到 。 

人 类 真是 无 法 预知 未 来 。 

我 们 以 为 明日 也 会 往常 如 今日 。 

明天 ， 也 能 继续 听 米 尔 嘉 讲解 。 

在 放学 后 ， 在 老 地 方 。 

虽然 我 们 本 应 知道 “会 发 生 什 么 都 是 未 知 的 ”。 

明天 再 讲 群 论 一 一 米尔 嘉 确实 是 这 么 说 的 。 

然而 ， 她 却 没 能 遵守 约定 。 

因为 第 二 天 ， 发 生 了 交通 事故 。 
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“这 些 命题 "反映 了 一 个 事实 。 


数字 世界 从 也 扩展 到 也 计时， 质数 分 解 的 形态 ， 
是 由 质数 除 以 4 的 余数 决定 的 。 
加 芯 和 也 ， 黑 川 信 重 ， 裔 藤 锁 ,《 数 论 I》525] 
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No. 


Date 








我 的 笔记 
































下 图 来 表示 人 OPQ 和 和 AOP'@' 相似 。 








设 obc,de 玉 (有 为 实数 )， 则 a, 8 表现 为 以 下 形式 。 
Qa 二 a 二 + 
B =c+di 


此 时 ， 可 用 下 列 等 式 表示 op。 





QaB = (a+bi)(c+t di) 
= ac+adit bic+ bdi? 
= (ac— bd)+ (ad+ bce)i 
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用 a,b, c, d 表示 两 个 三 角形 的 各 边 。 
首先 ，AOPQ 的 三 边 边 长 如 下 所 示 。 








OP=|1|=1 
PQ=|a—m1|=|la+bi—1|=|(a—1)+bi|= VvV(a—1)2+62 
OG=|al=|lat+bil= Va?+b2 


然后 ， 人 OP'Q' 的 三 边 边 长 如 下 所 示 。 


OP’=|B|=|c+dl= Ve+d=1xVe+d=0OPx|h 
P’Q’=|aB -hl 

= l(a — DBI 

=|((a—1)+hi)(c+ di)| 

=|((a— 1)c—bd)+((a— 1)d+ be)i 

= V((a—1)c—bd)?+((a—1)d+be)? 

= V((a—1)?+062)(c + ad?) 























= V((a—1)?+0b) x V(c2 +d?) 
= PQ x |B| 











140 第 5 章 可 以 粉碎 的 质数 





No. 


Date 








0OQ' = lap| 
= |(ac— bd) + (ad+ be)il 
= V(ac— bd)? + (ad+ bc)? 
= Va?2c? ~ 2abcd + b2d? + a2d? + 2abcd + b2c2 
= Va2c2 + b2d? 十 a2d2 + b2c2 




















= V(a? +b2)(c? + ad?) 
= V(o2 十 好 ) x V(c2 +d) 
==OQx1p| 
最 后 得 到 
OP =OPx| 人 | 
P'Q' = PQ x|Bl 
OQ' =08x|Bl 








可 以 说 ， 三 边 比 例 相 等 。 

















OOP:sPQOONSEOP SPO OO 

















和 所 - 
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阿 贝 尔 群 的 眼泪 





何 为 幸福 ， 我 也 摘 不 清 。 
其 实 ， 无论 多 么 痛苦 的 事 ， 
， 即 使 赴 汤 路 火 ， 也 能 一 步 步 接近 幸福 。 
宫 泽 贤 治 《 银 河 铁道 之 夜 》 


吕 症 贝 汉 


























































































































大 清早 ， 泰 条 拉 就 冲 进 了 我 的 教室 。 
“学 长 ! 米尔 嘉 她 …… 她 被 卡车 撞 了 1 ” 
我 几乎 从 椅子 上 弹 起 来 。 
“你 说 米尔 带 ， 她 怎么 了 ? 17” 
我 抓 着 泰 条 拉 的 双肩 。 
“刚才 ， 刚 刚 ， 就 在 那里 ……” 泰 条 拉 语 无 伦 次 ， 几 乎 快 器 出 来 了 。 








“我 
























































吕 晃 她 。 







































































































































































“学 长 , 疼 , 疫 …… 米 尔 嘉 站 在 红绿灯 对 面 ， 卡 车 就 向 她 冲 了 过 去 …… 
声音 超级 大 ， 直 到 救护 车 来 了 ， 我 整个 人 都 还 ， 动 不了 ……” 

红绿灯 ? 国道 吗 ? 

我 跑 出 了 教室 ， 一 口气 种 下 楼 梯 ， 穿 着 室内 鞋 就 种 出 了 校门 ， 穿 过 
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折 的 小 路 到 达 了 国道 。 
十 字 路 口 雍 满 了 人 ， 一 台 警 车 停 在 那里 。 卡 车 撞 上 了 红 绿 姑 
乎 半 毁 ， 玻 璃 碎片 散落 一 地 。 
米尔 嘉 呢 ? 我 焦急 地 环视 四 周 。 啊 ! 她 不 可 能 在 这 儿 ! 救护 车 都 来 过 了 ! 
救护 车 ， 救 护 车 …… 去 了 中 央 医 院 吗 ? ! 
























































主 ， jG 



























































































































































我 飞 奔 了 过 去 。 

我 不 停 地 跑 着 。 

从 没有 这 么 尽 全 力 奔 跑 过 。 我 甚至 无 视 了 半路 上 所 有 的 红绿灯 ， 没 
发 生 事故 真是 奇迹 。 不行 ,不 可 以 ， 还 没有 …… 我 ， 什 么 都 还 没有 …… 




































































我 一 路 飞 奔 ， 心 中 不 停 地 呼喊 痢 米 尔 嘉 的 名 字 。 














' 央 医院 。 

待 处 的 女 员工 盯 着 我 这 副 喘 得 上 气 不 接 下 气 的 模样 ， 不 知 给 哪 打 

了 个 电话 ， 然 后 看 向 墙壁 上 的 白板 ， 动 作 慢 得 让 人 抓 狂 。 

“在 手术 室 A。 啊 ， 医 院 里 请 勿 奔跑 1” 
下 步 停 在 了 手术 室 A 前 。 




















洲 
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护士 转 过 身 来 。 
“有 什么 事 吗 ?” 

“刚刚 救护 车 运 过 来 的 那个 女孩 子 ， 她 人 在 这 里 吗 ?” 
“她 还 在 萎 着 ……” 




































































“我 醒 了 [e) ” 





6.1 奔跑 的 5 
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汇 






























































她 穿着 蓝 色 的 病 号 服 躺 在 床上 ， 
我 不 知道 说 











硬 传 来 冷 冷 








的 声音 。 


ly 


是 米尔 嘉 的 
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© © 








没 戴 眼镜 ， 


十 么 好 。 





我 在 床 边 的 椅 








F 上 和 坐 下 ， 











“米尔 嘉 和 你 不 要 紧 


HE? ” 









































上 甩 了 两 三 次 眼 才 








小 果 上 放 着 





台 说 话 。 








“正在 我 想 过 人 行 和 
小 心 失去 平衡 翻车 了 


道 的 时 人 






































敌手 辟 重 让 





臣 地 撞 














米 




















: 囊 的 左手 辟 上 缠 满 了 贿 
































“ 那 ， 车 没 撞 到 














“我 记 不 大 清 




















“米尔 嘉 ! 脚 


肢 上 














童 到 了 头 ， 








了 救护 车 ra 喂 ， 你 
























































由 缠 淇 了 绷 
下 ， 躺 好 不 要 动 …… 
起 来 ， 悦 悦 履 履 之 间 不 知道 什么 上 时候， 就 被 拾 上 


知道 不 ?” 


坦 





二 


她 的 眼镜 ,镜框 扭曲 得 很 严重 。 


关 ， 卡 车 神 了 过 来 ,司机 想 避 
乍 了 什么 地 方 














目不转睛 地 采 辣 





















































我 多 2 
, 疫 得 不 行 , 你 看 ……” 




























































































“用 我 给 你 拿 点 


“什么 都 不 用 。” 



































来 超 难受 。 司 | 刷 








ee 
性 
从 











导 猛 ， 

















十 委 吗 ? 喝 果 























“ 那 ， 我 就 在 外 面 ， 
























































我 站 起 身 ， 她 从 
“看 不 清 ， 你 的 脸 。” 


床上 伸 出 手 对 我 说 : 
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我 把 脸 竣 近 。 
米尔 嘉 的 手轻 轻 地 滑 


(好 温暖 ) 


阿 贝 


尔 群 的 眼泪 





过 我 的 脸 。 


























邓 攻 

















的 嘴角 ， 




















她 活着 。 


坐 回 椅子 上 
= 不 久 ， 


~ 








她 中 





我 握 着 她 的 手 ， 





手 覆 盖 在 她 的 手 
吸 渐 渐 习 
FE ， 安 静 地 看 着 她 的 睡 
胸部 随 着 呼吸 缓 缓 上 下 浮动 















































不 经 意 间 ， 


6.2 .第 一 天 








泪水 涌 




















| 





二 


上 了 我 的 眼眶 。 





6.2.1 为 了 将 运算 引入 集合 


“我 以 为 做 完 检查 马 











上 就 能 出 院 了 ， 





了 ， 你 带 泰 洒 拉 





起 来 


长 的 有 








彼 想 到 | 





我 ， 我 们 一 起 





























这 是 米尔 问 的 j 


求 



































或 条 





日 说 是 命令 o 


究 数 学 。” 





于 是 ， 我 跟 泰 杀 拉 第 二 天 就 去 探望 ] 
迎 我 们 来 听 她 的 群 论 入 门 课 。 

















居然 让 我 住 三 天 。 大 无 聊 





上 。 米 尔 嘉 闭 起 眼 ， 时 间 就 ; 
F 缓 ， 进 入 了 梦乡 。 





E 毛 ， 人 微微 浮 着 


EL 
下 





并 
BE 











首先 ， 从 集合 百 这 起 
我 们 知道 很 多 种 关 








“首先 ， 从 集合 说 起 o 


o 








”米尔 嘉 把 





© 

















数字 的 集合 。 


长 发 梳 到 脑 后 ， 


从 床 





无 聊 的 女王 陛下 。 





米 入 














从 走 
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。N 是 {1,2,3,.….} 等 全 体 自然 数 的 集合 。 

。 世 是 {..., 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3,...} 等 全 体 整 数 的 集合 。 
。Q 是 全 体 有 理 数 的 集合 (有 理 数 可 写作 两 个 整数 之 比 )。 
。 玉 是 全 体 实数 的 集合 。 


。C 是 全 体 复数 的 集合 。 











































































































于 























从 小 学 到 高 中 , 我 们 都 一 直 在 学 习 数字 的 集合 , 学 习 运 算 。 换 个 角度 
我 们 不 研究 刚刚 提 到 的 那些 集合 ， 而 是 将 运算 引入 完全 不 同 的 集合 之 中 
试 坛 ， 这 也 会 很 有 趣 哦 。 












































































































































6.2.2 运算 
“对 于 集合 G， 我 们 假设 定义 有 >* 这 个 运算 。 对 了 
素 C 和 2， 都 有 以 下 关系 成 立 。 


























流 
路 


G 的 任意 元 












































此 时 ,我 们 称 “ 关 于 运算 x*， 集 合 G 是 闭 集 ' 。” 
米尔 嘉 刚 讲 完 “ 闭 集 ” 这 个 用 语 ， 泰 天 拉 就 举 起 了 手 。 她 是 那 种 不 管 
讲解 对 象 是 否 在 眼前 ， 只 要 有 问题 ， 都 会 毫 不 犹豫 地 举 手 发 癌 的 人 。 

问题 ,符号 x 是 什么 意思 呢 ?” 
意思 ? 我 们 先 不 说 * 具 体 是 什么 样 的 运算 ,你 只 要 想 着 x 是 要 进行 


某 种 运算 就 行 了 。 这 么 说 可 能 有 点 不 近 人 和 人情， 总 之 你 可 以 先 想 成 是 十 响 
画 





















































































































































































































































» 


x 啊 之 类 的 运算 。 跟 我 们 拿 字 母 a 和。 代替 具体 数字 一 个 道理 ， 只 是 用 
符号 x 来 代替 具体 运算 。 米尔 亮 一 气 呵 成 地 解说 道 。 


“我 懂 了 。 还 有 个 问题 ， 集 合 的 这 个 符号 是 ………” 












































































































































“ 式 子 ae G 读 作 “a 是 G 的 元 素 '， 用 英语 说 就 是 “a is an element 


of G' 或 者 ‘a belongs to G”, 更 简单 地 说 就 是 ‘a is in G”。 你 提 
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axbeEG 想 成 ‘a x5b 是 集合 G 的 元 素 ” 这 个 命题 就 好 。 关 于 a 和 5 的 
运算 结果 ,也 就 是 a xb 具 体 是 什么 , 我 们 先 不 讨论 ， 只 保证 ‘a xb 也 
是 集合 G 的 元 素 ” 就 行 。 直 到 你 习惯 < 这 个 符号 …… 没 眼镜 我 看 不 太 清 楚 ， 
你 参照 他 正在 笔记 本 上 画 的 那 张 图 应 该 就 行 。” 
我 正 听 着 米尔 嘉 的 话 做 着 笔记 , 话 锋 就 这 么 突然 向 我 转 来 ， 我 不 禁 
吓 了 一 跳 。 
这 时 恰好 我 在 听 米 尔 嘉 讲话 ， 刚 刚 往 集合 G 的 圆圈 里 写 下 a,b， 
a 大 上 b 这 三 个 元 素 。 
集合 G 
a b 
axb 
a*b 是 集合 G 的 元 素 








6 中 因 
9 














我 懂 


























“话说 ， 为 什么 


























的 更 文明 明 是 set 吧 。” 
“从 集合 出 发 ， 然 后 定义 群 。' 群 ”的 英文 是 group。” 


































































































合 会 是 G 啊 ?“ 集 合 ” 





















































































































































“原来 G 是 group 的 首 字母 啊 …… ” 
“那么 ， 我 举 个 € 符号 的 例子 看 看 你 们 理解 了 没有 。N 表示 全 体 自然 
数 的 集合 ， 下 面 这 个 命题 为 真 命题 吗 ? ”米尔 嘉 一 把 从 我 手 里 拿 过 笔记 本 
和 自动 铅笔 ， 写 道 
1 ES 
“因为 1 是 自然 数 ，1 就 是 的 元 素 ， 所 以 1 EN 为 真 命题 。” 泰 打 
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拉 干 脆 地 回答 道 。 


“好 ， 那 这 个 呢 ?” 
































2+3EN 




















“因为 2 十 3 是 5， 这 个 也 是 自然 数 ， 所 以 2 十 3 e N 为 真 命题 。” 
“好 ， 不 过 不 要 说 “2 十 3 是 5 ， 要 说 “2 十 3 等 于 5 。” 
“好 的 ，2 十 3 等 于 5。” 
“那么 ， 泰 条 拉 ， 能 说 “全 体 自然 数 的 集合 N， 关 于 运算 + 都 是 闭 集 ， 
吗 ? ”米尔 亮 注视 着 泰信 拉 的 眼睛 。 























































































































“ 唱 虽 …… 我 认为 是 闭 集 。” 
“为 什么 ?” 
“要 说 为 什么 ……: 这 个 ， 怎 么 说 才 好 呢 ……: » 




















“ 泰 打 拉 ， 从 定义 出 发 去 想 想 。” 我 搭 了 把 手 。 
“你 别 说 话 。 米尔 嘉 瞪 了 我 一 眼 ,“ 可 以 从 定义 出 发 去 想 呀 ， 泰 杀 拉 。 
因为 关于 集合 N 的 任意 元 素 a 和 b， 都 满足 a+be N。 所 以 可 以 说 关于 
运算 +， 全 体 自然 数 的 集合 N 都 是 闭 集 。” 
“那个 …… 我 可 以 把 它 看 成 “两 个 自然 数 相 加 ,结果 还 是 自然 数 ” 吗 ?” 
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有 大- 大 是 闭 集 ” 的 说 法 ， 正 是 这 个 意思 。 


运 
“ 嗯 ! 我 明白 了 !” 泰 条 拉 活 力 十 足 地 喊 道 。 






























































运算 的 定义 (关于 运算 是 闭 集 ) 
合 G 关于 运算 x 是 闭 集 ， 指 的 是 对 于 集合 G 的 任意 元 素 a 和。， 
运算 * 都 满足 以 下 关系 。 
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148 第 6 章 阿 贝尔 群 的 眼泪 





6.2.3 结合 
米尔 嘉 加 快 了 节奏 。 
“下 一 个 是 结合 律 。 这 是 一 个 “不 拘泥 于 运算 顺序 ”的 法 则 。” 














(axb)x*xc=ax (bx 人 ce) 


泰 杀 拉 又 噶 地 一 下 举 起 手 。 
“那个 ， 米 尔 嘉 ， 我 知道 加 法 运算 中 (2 十 3) 十 4=2 十 (3 十 4)， 所 以 
我 也 明白 这 个 “结合 律 "。 不 过 这 需要 证 明 …… 吗 ? 就 是 说 ， 我 不 明白 
么 去 理解 你 刚刚 讲 的 “结合 律 *。” 
“ 昕 好 了 么 条 拉 。” 米 尔 嘉 嗓音 轻柔 ,“ 我 不 是 让 你 去 证 明 。 首 先 ， 请 
先 理 解 这 个 规律 叫 作 “结合 律 *"， 之 后 我 们 会 讲 到 好 几 条 法 则 ， 然 后 我 会 
在 最 后 说 明 “…… 满 足以 上 这 些 法 则 的 集合 就 叫 作 群 " 。 换 言 之 ， 我 现在 
正在 为 定义 群 而 做 准备 呢 。” 
“我 明白 了 ， 我 先 这 么 理解 着 。 有 时 候 数 学 课 上 也 会 讲 到 像 这 次 的 结 
合 律 一 样 超 一 一 级 一 一 理所当然 的 内 容 。 这 种 时 候 我 一 般 都 很 迷茫 。 我 
是 应 该 把 这 些 理所当然 的 内 容 “ 背 下 来 " 呢 ? 还 是 应 该 “去 证 明 ” 呢 ?” 

“ 问 得 非常 好 。” 我 插 了 句 嘴 ,， “既然 在 上 课 ， 问 老师 就 好 了 吧 ?” 
很 多 老师 回答 不 出 来 。” 米 尔 嘉 说 。 
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ss 
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2 
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“讲义 ”继续 。 真 是 的 ， 这 儿 哪 是 病房 啊 ， 都 成 了 讲 香 了 。 米 尔 嘉 像 
挥舞 指挥 棒 一 般 挥动 着 食指 ， 似 乎 每 挥 一 下 都 会 允 出 新 的 音符 。 
“ 接 下 来 ， 我 们 来 讲 讲 单位 元 。 米尔 嘉 接着 讲 道 ,“ 打 比方 说 ， 我 们 
做 加 法 运算 的 时 候 ， 不 管 在 哪个 数 上 加 上 0， 这 个 数字 都 “不 会 变 "。 乘 
法 运算 的 时 候 , 不 管 在 哪个 数 上 乘 上 1, 这 个 数 也 “不 会 变 " 。 也 就 是 说 ,加 
法 运算 中 的 0” 和 “乘法 运算 中 的 二 很 像 。 把 这 个 “不 会 变 ” 的 因素 用 数 
吾 言 表现 出 来 就 是 单位 元 。 一 般 把 单位 元 记 作 e。 对 于 任意 元 素 a， 元 
素 a 与 元 素 e 的 运算 结果 都 始终 为 w， 也 就 是 不 变 。 我 们 把 这 样 的 元 素 e 
称 为 单位 元 。” 
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单位 元 的 定义 (单位 元 e 的 公理 ) 
对 于 集合 G 中 的 任意 元 素 a, 我 们 把 集合 G 中 满足 以 下 等 式 的 元 素 e， 


。 称 为 在 运算 x 中 的 单位 元 。 






















































































“米尔 嘉 ………: 我 头 都 党 了 ! 最 后 单位 元 就 是 0 吗 ? 还 是 1? 总 感觉 像 
说 悄悄 话 似 的 ， 明 白 的 人 自然 明白 ， 不 明白 的 人 还 是 不 明白 啊 。” 
“对 于 全 体 整 数 的 集合 也 来 说 ， 在 运算 + 里 单位 元 就 是 0, 但 是 在 


运算 x 里 单位 元 是 1。” 



















































































































































































WA 


认 ?” 认 译 府 ?7 ” 
















































































“单位 元 根据 集合 和 运算 而 不 同 。 里 面 的 元 素 e 具体 是 什么 都 可 以 。 
只 要 满足 对 于 集合 G 中 的 任意 元 素 w， 都 存在 wa x e=exa=a 这 个 等 
式 就 行 。 这 样 我 们 就 把 这 个 元 素 e 称 为 单位 元 。 为 了 理解 e 这 个 元 素 实 
际 是 什么 ， 问 问 也 没关系 ， 不 过 证 明 的 时 候 上 只 需要 用 到 公理 。 


< 99 
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“这 么 说 比较 好 吧 ， 一切 都 取决 于 这 个 元 素 是 不 是 单位 元 ， 满 不 满怀 
单位 元 的 公理 。 换 句 话说 就 是 公理 创造 定义 。” 

“没完 全 懂 ， 不 过 大 致 上 懂 了 。” 

我 静 静 地 听 着 她 们 俩 说 话 。 

我 一 直 把 定义 理解 为 “词汇 的 严格 含义 ”"。 这 大 体 上 来 说 没什么 错 ， 











而 我 从 没 把 “数学 公式 
“公理 创造 定义 ” 

















在 “词汇 ” 的 范围 之 中 。 






























































公理 的 间 




















题 来 定义 的 意思 


吗 ? 





数学 公式 这 个 最 严密 的 词汇 ， 以 及 














我 E 











认 襄 欢 数 学 公式 ， 却 没 在 








这 么 说 来 ， 


“定义 ”一 个 数字 i， 使得 









































过 把 数学 公式 建立 在 数学 的 


[E=3 
Sl 











过 前 米尔 嘉 在 ; 





















































虚数 单位 i 的 时 候 ,， 也 提起 











过 公理 和 定理 








i 满足 方程 z2 十 1=0。 

















我 们 











方程 























E 式 的 形式 、 














示 了 

















那 时 ， 她 故意 把 公理 和 定义 放 在 了 一 起 讲 。 
































足 的 “公理 ”。 





i 应 该 满 
















































































“element ? 也 就 
“对 于 元 素 a， 























CE 是 





6.2.5 逆 元 
“ 接 下 来 是 递 元 。” 米 尔 嘉 说 。 
“这 人 么 说 来 元 ' 到 底 是 什么 啊 ? 刚才 也 出 现 了 单位 元 这 个 用 语 …… 
“集合 的 元 跟 集 合 的 元 素 是 一 个 意思 。 用 英语 说 就 是 element。 


























HF ?9 
已 ? 


性 个 元 素 











我 们 将 满足 以 





逆 元 的 定义 ( 逆 元 的 公理 ) 


假设 a 为 集 


合 G 





等 式 ， 则 将 b 称 为 关于 运 


的 元 素 ，e 
算 * 的 








为 单位 元 ， 对 于 a 存在 be G 满足 以 下 
a 的 逆 元 。 








axb=bxa=e 


[ 
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6.2.6 群 的 定义 





























米尔 嘉 挺 直 腰 背 ， 张 开 双 臂 ， 满 是 绷带 的 左手 臂 看 上 去 很 惨烈 ， 不 



























































过 她 的 动作 全 都 那么 优雅 。 















































实数 来 说 ， 就 是 关于 运算 十 ，3 的 逆 元 是 -3; 关于 运算 x，3 的 
































群 的 定义 ( 群 的 公理 ) 




















我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 G 称 为 群 。 














。 关 于 运算 * 是 闭 集 。 


。 对 于 任意 的 元 ， 都 满足 结合 律 。 
































。 对 于 任意 的 元 ， 都 有 与 其 相对 应 的 逆 元 。 


























关于 运算 x 是 闭 














集 ， 对 于 任意 的 元 都 满足 结合 律 ， 存 在 单位 元 ， 对 导 












































我 们 称 如 此 集 





6.2.7 群 的 示例 


“ 泰 末 拉 ， 你 看 到 这 条 


NT EE » 


人 






































“ 那 是 必须 的 ， 





任意 的 元 都 有 与 其 相对 应 的 逆 元 一 一 


Th 

















的 公理 会 怎么 办 ? ”米尔 嘉 问 道 。 


























然后 呢 ?” 
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“答案 在 他 脸 上 写 着 ， 
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尔 群 的 眼泪 





” 泰 末 拉 偷 瞄 了 我 一 眼 。 




















对 。 想 举例 子 ， 束 需要 








已 


已 


吗 ?” 











例子 ， 














TH 














J 








永嘉 立即 问 道 。 


全 体 整 数 的 集合 



































区 例 十 理 














里 解 力 和 想象 力 。 例 如 ， 下 


Z 构成 关于 运算 + 的 群 。 


















































不 淮 

















口 





是 群 


























地 三 


My. 








此 














能 构成 群 








i 满足 群 的 公理 


= 





利刃， 断 得 利沙 严 快 。 


解 的 试金石 。 




















而 这 个 命题 






































， 油 





5 民 张 0 























3? 了 米尔 














吉 问 道 

















是 。 因 为 把 整数 加 在 





O 

















起 ， 结果 还 是 整数 。 




































































结合 律 成 立 ? ”米尔 需 不 给 














HH 

















E 何 吵 乱 机 会 ， 迅 速 扔 出 





















































的 单位 元 指 的 是 ?” 
加 了 也 不 变 ……… 是 0 吗 ?” 

















阿 ， 











对 。 那 么 ， 某 个 


NN i 
是 ? ”米尔 嘉 尖 


整数 a 的 逆 元 指 





逆 元 指 的 





锐 地 退 问 。 


足 就 是 群 ， 不 满足 
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就 不 





下 一 个 问题 。 


6.2 第 一 天 153 




































































“用 运算 …… 那 个 ， 不 好 意思 ， 我 忘 了 。” 
“假设 e 为 单位 元 ，a 的 着 元 为 bp， 则 存在 ac xp=bxa=es 米尔 














“这 指 的 是 ……a 十 b= 二 b 十 a 二 0 吗 ? 但 是 a 和 5b 相 加 等 于 0 又 指 的 















































是 什么 ?” 
“a 和 6 相 加 等 于 0 的 时 候 , 5 是 a 的 逆 元 。a 加 上 什么 数字 得 0?” 
“ 相 反 数 ee 那个 ， a [四 ? 人 
“对 ， 这 就 对 了 。 对 于 整数 集合 也 的 元 素 a， 其 关于 运算 + 的 北 元 





















































指 的 就 是 -~a。 对 于 任意 整数 a, -a 这 个 逆 元 都 是 集合 Z 的 元 素 。 


pn 97 
VON 1 

















“所 以 呢 ?” 
< 认 ?， 
“刚才 我 们 一 个 个 确认 了 群 的 公理 对 吧 。 确 认 完 所 有 的 公理 以 后 ， 就 
可 以 说 “全 体 整 数 的 集合 忆 ， 关 于 运算 十 都 构成 群 ” 了 。” 

“ 啊 ， 就 是 为 了 这 个 才 一 一 确认 的 啊 。” 

“对 。” 
米尔 嘉 停 了 一 下 ， 闭 上 了 有 眼 一 一 但 只 有 一 瞬 ， 就 继续 开始 往 


“那么 ， 下 一 个 问题 。 
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~ 0 






































“奇数 的 集合 关于 运算 + 构成 群 吗 ?” 






































“ 嗯 ……' 我 先 确认 一 下 是 否 满足 公理 。 啊 ,看 来 不 行 , 比如 1 十 3 二 4， 
晶 4 不 是 奇数 。 
“ 没 错 。 奇 数 的 集合 关于 运算 + 连 闭 集 都 不 是 ， 所 以 不 是 群 。 那 么 ， 


下 一 个 问题 。 






































这 

































































“偶数 的 集合 关于 运算 + 构成 群 吗 ?” 
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“ 训 ? 我 觉得 跟 奇 数 同 理 ， 构 不 成 群 。 

ea ”米尔 嘉 涡 默 着 团 上 眼 ， 摇 了 摇头 。 

诊 ? 啊 ! 我 弄 错 了 。 这 次 可 以 构成 群 ， 因 为 偶数 + 偶数 = 偶数 。 
满足 结合 律 、 单 位 元 以 及 逆 元 的 条 件 。 


“对 二 那 下 一 个 























































































































“全 体 整 数 的 集合 关于 运算 x 构成 群 吗 ?” 

















“ 认 ? 这 个 之 前 研究 过 啊 ? 构成 群 。” 

“不 ， 之 前 研究 的 是 关于 运算 + 构成 群 ， 这 次 研究 的 是 运算 x。 全 
体 整数 的 集合 忆 关 于 加 法 + 构成 群 ， 但 关于 乘法 x 不 构成 群 。 这 是 为 
什么 呢 ， 泰 条 拉 ?” 
“ 认 ? 全 体 整数 的 集合 关于 乘法 x 不 构成 群 ?” 
泰 打 拉 咬 着 指甲 认真 想 着 。 
“因为 整数 x 整数 还 是 整数 ， 所 以 是 闭 集 。 结 合 律 当然 也 成 立 。 单 
位 元 …… 乘 上 去 也 不 变 的 数字 …… 当 然 是 1 了 。 真 的 不 构成 群 吗 ? 一 一 
啊 !” 

“你 明白 了 吗 ?” 米 尔 嘉 微笑 道 。 

“我 明白 了 , 没有 逆 元 。 打 比方 说 , 3 乘 上 任何 整数 也 不 能 得 至 
所 以 3 没有 北 元 。” 

“也 不 是 逆 元 ? ”米尔 嘉 问 。 

“ 读 ? 一 一 因为 1 不 是 包 的 元 素 啊 !” 

“就 是 这 样 。 看 来 你 渐渐 明白 确认 公理 的 感觉 了 啊 。” 

“ 嗯 ， 明 白 一 点 了 。” 
于 是 米尔 嘉 放 柔 了 语气 ， 微 笑 着 说 首 


“确认 公理 和 确认 定义 是 一 个 感觉 吧 ?” 
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单位 元 1， 











































































































































































































6.2.8 最 小 的 群 


我 愉 岂 








6 

















地 听 着 她 们 











问题 6-1 


元 素 个 数 最 少 的 是 什么 群 ? 


b 么 泰 林 拉 ， 什 么 栖 


(元 素 个 





| 


拉 少 女 的 对 话 。 











数 最 少 的 群 ) 













































































6.2 


的 群 元 素 个 数 最 少 ?” 
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“用 没有 元 素 的 集合 构成 的 群 吗 ? ” 泰 淋 拉 问 道 。 

“ 没 错 。 是 空 集 。” 我 插 了 句 嘴 。 

“不 对 。” 米 尔 嘉 予以 否定 。 

“ 充 ? ”我 很 疑惑 ,“ 集 合 中 元 素 个 数 最 少 的 ， 不 就 是 一 个 元 素 都 没 丰 
的 集合 吗 ? 也 就 是 空 集 啊 ?” 

“你 这 名 话说 得 对 。” 米尔 嘉 回 答 。 

“ 那 空 集 不 就 是 元 素 个 数 最 少 的 群 了 ! ”我 说 。 

“不 对 。 空 集 不 能 构成 群 。 你 们 都 把 群 的 公理 忘 了 吗 ? 没有 单位 元 无 
法 构成 群 ， 空 集 里 没有 元 素 ， 所 以 空 集 不 能 构成 群 。” 米 尔 嘉 说 。 

“ 哦 i 肥 

“元 素 个 数 最 少 的 群 ， 指 的 是 只 有 一 个 元 素 的 集合 ， 不 用 说 ， 这 个 元 
素 就 是 单位 元 证 

“原来 如 此 。" 我 说 。 

“学 姐 学 长 ， 等 一 下 。 因 为 必须 具备 单位 元 ， 所 以 空 集 不 能 构成 群 ， 
这 我 明白 了 。 但 是 根据 群 的 公理 ， 群 中 还 必须 具备 逆 元 啊 ， 只 有 单位 元 
这 一 个 要 素 不 行 吧 ?” 

“因为 单位 元 的 逆 元 就 是 它 本 身 ， 所 以 不 要 紧 。” 米尔 亮 回答 

“在 群 里 ， 单 位 元 的 道 元 就 是 单位 元 自身 。” 

“ 啊 …*… 还 有 这 么 一 回 事 啊 ! ” 泰 条 拉 一 脸 懂 然 大 悟 的 表情 。 
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解答 6-1 (元 素 个 数 最 少 的 群 ) 











元 素 个 数 最 少 的 群 ， 是 只 


下 等 式 定 义 运算 x。 

















换言之 ，e 的 逆 元 就 是 e 本 身 。 





“ 群 的 运算 表 如 下 。 昌 然 只 








上 了 了 exe 一 eo” 


hie 
Rt 
Er 





“原来 如 些 ， 运 算 表 也 就 是 运算 x 的“ 力 











就 能 定义 运算 了 吧 ? ”我 说 。 



























































“不 过 九 九 乘法 表 并 不 是 闭 集 的 运算 








6.2.9 有 2 个 元 素 的 群 


问题 6-2 (有 2 个 元 素 的 群 ) 
表示 出 元 素 个 数 为 2 的 群 。 











“我 们 来 建立 元 素 个 数 为 2 的 群 ” 米尔 嘉 1 


一 元 素 为 a， 先 画 个 空白 的 运算 

















QQ | 





忆 和 然 


SS/ 





上 

















单位 元 构成 的 群 {e}。 此 时 ,我 们 用 以 























单位 元 e， 表 格 比 较 单调 ， 但 对 

















[a 
































部,， “假设 e 为 单位 元 ， 另 






































行 





而 填写 。” 




















“从 单位 元 的 定义 出 发 ,我 们 马上 就 丰 
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oy 



































可 


你 说 





的 栏 了 。 泰 末 拉 ， 






































雪 ? ” 












































单位 元 是 元 素 不 变 …… 我 知道 了 ， 是 这 里 1 


























EE, exe 和 exa。o” 




































































































































































































































































大 € a 
€ € a 
a 
“ 坚 着 的 也 一 样 ，a x e = a。” 米尔 嘉 又 补 上 了 一 个 空 栏 。 
大 € a 
€ € a 
a a 
“然后 ， 剩 下 的 是 a x a， 就 等 于 e。” 米 尔 嘉 填 上 了 最 后 一 个 空 栏 。 
大 € a 
€ € a 
a a € 

泰 打 拉 瞬 间 举 起 了 手 。 

“米尔 嘉 ， 关 于 最 后 填 的 那个 地 方 ， 我 感觉 不 一 定 “ 等 于 e 比如 
说 用 这 样 的 运算 表 定 义 x 怎么 样 ? 这 样 元 素数 量 也 是 2 个 ， 但 跟 刚刚 你 
讲 的 就 不 是 一 个 群 了 吧 。” 泰 条 拉 夯 出 表格 。 

大 € a 
€ € a 
a a a 
泰 末 拉 想 的 运算 表 一 一 这 是 群 ? 

“不 行 。 米尔 嘉 回 答 。 

“ 泰 末 拉 ， 这 个 表格 响 ……” 我 忍 不 住 开口 。 

“不 行 ， 让 泰 末 拉 回 答 。” 米 尔 嘉 打 断 了 我 ,“ 群 的 公理 她 明白。” 

“好 ,我 想 想 …… 为 什么 我 的 运算 表 不 能 构成 群 呢 ?” 咽 …… 我 知道 














158 第 6 章 














了 ， 一 个 个 硼 





阿 贝尔 群 的 眼 ? 


























认 群 的 公 性 












































A 单位 元 是 e……: 


不 存在 的 。 要 说 为 什么 





























a x a 都 不 等 于 e。 所 以 a 不 存 

















在 逆 元 ! 所 以 这 下 就 不 和 

















“很 好 。” 米 尔 嘉 管道 。 


解答 6-2 (元 素 个 数 为 2 的 群 ) 
元 素 个 数 为 2 的 群 ， 是 



























































我 们 用 以 下 等 式 定 义 运 算 x。 




















换言之 ， 运 算 表 如 下 所 示 。 


6.2.10 同 构 








“对 了 ， 没 必要 
奇数 的 和 怎么 写 1 




















人 夏 之 说 道 。 





巴 元 素 个 数 为 2 的 群 写成 {e,a}。 六 























位 元 和 另 一 元 素 构成 的 群 {e, a}。 此 时 ， 





























数 ， 奇 数 } 关于 + 构成 群 ， 侦 


















































兴 兴 恬 





个 比方 ， 偶 数 和 
数 是 单位 元 。 米 
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“{+1, 一 1} 也 行 吧 。 运 算 为 x ， 单 位 元 为 十 1。” 





x |+1 -1 
+1 | +1 -1 
-1|-1 +1 



































“ 像 下 面 这 样 , 元 素 和 运算 都 为 符号 的 情况 又 如 何 呢 ?对 于 集合 
{六 , 女 } ， 我 们 定义 如 下 运算 。， 交 是 单位 元 ， 这 也 是 群 。 



























































“不 过 , 这 样 就 全 都 “一样” 了 呢 。” 我 说 ,“ 不 管 是 {e, a} , 还 是 { 偶数 ， 
奇数 }， 以 及 {+1, 一 1}， 还 有 {六 , 友 }…… 全 部 “一 样 ' 了 。 只 要 把 运算 表 
的 文字 机 械 地 替换 ， 就 变 成 其 他 的 表 了 。” 

“对 ,我 们 称 这 种 “一样 ” 的 群 为 同 构 群 。 
群 都 是 同 构 群 。” 
构 群 ……” 泰 条 拉 重 复 道 。 

“对 ， 同 构 群 。 米尔 才 渐 浙 加 快 了 语 速 ,“ 将 同 构 群 同等 看 待 ， 则 本 
质 上 只 有 一 个 元 素 个 数 为 2 的 群 。 不 管 妃 溯 多 少年 之 前 的 历史 ， 还 是 展 
望 多少 亿 年 之 后 的 未 来 ， 无 论 造 访 世 界 上 哪 一 个 国家 ， 还 是 将 旅途 的 脚 






















































































和 实 上， 元 素 个 数 为 2 的 











山中 














可 









































































































































印 延 伸 到 宇宙 的 尽头 ， 都 不 会 动摇 这 个 事实 。 元 素 个 数 为 2 的 群 本 质 上 
只 有 个 。 


























我 们 默默 地 聆听 着 。 

“ 群 的 公理 上 哪儿 都 没 写 着 “元 素 个 数 为 2 的 群 本 质 上 只 有 一 个 '。 
但 我 们 可 以 将 这 个 结论 从 群 的 公理 中 推导 出 来 。” 
这 时 ， 米 尔 嘉 突 然 放 缓 了 语 速 ， 右 手 慢 慢 抚摸 着 左手 臂 的 绷带 ， 然 
后 用 耳语 般 的 声音 说 道 : 


“这 是 公理 给 出 的 无 声 的 制约 。 这 个 制约 把 集合 的 元 素 紧 紧 结合 在 
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公理 给 出 制约 ， 制 约 创造 结构 。” 


制约 ， 创 造 结构 …… 
































































































































“看 上 去 很 好 吃 呢 。” 泰 末 拉 倒 着 茶 说 道 。 








起 。 并 不 是 单纯 的 拥 绑 ， 而 是 相互 结 成 有 序 的 关系 。 换 言 之 ， 就 是 根 和 





Le 














阿姨 用 托盘 端 来 了 病 号 餐 ， 我 们 收拾 好 草稿 纸 和 笔记 本 ， 开 始 帮 米 


















































餐 吗 …… ”米尔 嘉 回应 道 “ 还 行 吧 ， 和 餐具 差 
看 着 也 差 口 气 。 除 了 这 些 也 没 喻 好 抱 优 的 了 。” 

“不 ， 你 抱怨 的 够 多 了 。” 我 说 。 

“ 跟 国 际 航 班 的 飞机 和 餐 很 像 。 不 同 的 是 没有 衔 欧 酒 。 































































































































































































真 地 评价 道 。 
“这 儿 是 医院 …… 怎 么 可 能 给 你 端 酒 来 啊 。” 我 说 。 
“那个 …… 学 长 学 姐 ， 先 不 说 这 个 ， 我 们 还 没有 成 年 























略 带 怀 讶 地 说 道 。 


“未 成 年 这 个 制约 能 不 能 创造 结构 呢 ? ”米尔 亮 说道 。 





















































6.3 第 二 天 


6.3.1 交换 律 

第 二 天 我 们 也 去 了 病房 。 

米尔 十 迎接 我 和 泰 条 拉 的 第 一 句 话 是 一 一 

“关于 任意 元 都 满足 交换 律 的 群 ， 称 为 阿 贝尔 群 。 























攻 ， 味 道 差 口气 ， 

















“ 喷 ? ” 泰 采 拉 府 异地 说 ,“ 不 是 说 结 











交换 律 了 吧 ? 


(axb)*xc=ax (bx 人 c) 


axb=0xa 





























合 律 和 交换 律 是 一 





hl 
nl 




















结合 律 说 的 就 是 可 








却 没 














有 交换 克 号 左 丰 





”米尔 嘉 说 道 ,“ 好 好 看 看 ， 结 合 得 











以 改变 计算 顺 请 











吧 ? 如 果 是 这 样 的 话 ， 昼 














用 








HH 
































尔 群 » 


纪 就 是 说 满 足 交 ] 律 





上 扩 


的 























天 了 






































阿 ， 对 











的 运算 各 


阿 。 














守 也 不 满足 结合 律 。” 


不 适 




















因 
心 o [可 




















尔 嘉 说 道 。 








“了 昨天 ……: 我 考 
群 是 满足 交换 律 的 …… 对 吗 ?” 
大 
e 
a 
“为 什么 这 么 想 啊 ? 泰 打 拉 ?” 
"ns 因为 exa=axe 啊 ?” 


数学 






























































[的 例子 
F 的 乘积 ” 正 是 不 








和 矩阵 





O 


那么 ， 





因为 w 一 = 一 a 并 不 


此 





:满足 交换 和 





虑 了 元 素 个 数 为 2 的 群 。” 泰 条 拉 说 道 


换 了 计算 
、 实 数 的 加 法 运算 者 
E 想 象 不 满足 交换 律 的 情 ? 







































































型 例子 。 


9 MZ. 




















, “我 认为 天 








个 
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“ 喔 ， 咖 ， 泰 末 拉 说 的 对 



































， 那 个 群 满足 交换 律 。 也 就 是 说 ， 刚 才 泰 条 
拉 证 明了 “元 素 个 数 为 2 的 群 是 阿 贝尔 群 ” 这 个 定理 。 






































我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 G 称 为 阿 贝尔 群 。 








。 关 于 运算 * 是 闭 集 。 











。 存在 单位 元 。 





。 对 于 任意 的 元 ， 都 满足 结合 律 。 



































。 对 于 任意 的 元 ， 都 有 与 其 相对 应 的 逆 元 。 
。 对 于 任意 的 元 ， 都 满足 交换 律 。 


























( 阿 贝 尔 群 与 普通 群 的 区 别 在 于 是 否 满 足 交 换 律 ) 


























6.3.2 正 多 边 形 











米尔 嘉 氏 有 兴致 地 往 下 讲 录 


























© © © 


提 到 “元 素 个 数 为 2 的 群 ”， 























我 想起 来 了 。 

















集合 {一 1, 十 1} 关于 一 般 的 乘法 构成 群 。 


x | +1 -1 








二 ET ”一 1 
| 


对 了 ,z= 一 1, 十 1 是 方程 式 





Z2 一 1 














的 解 。 方 程式 的 解构 成 群 。 方 程式 的 解 属 于 制约 的 一 种 ， 而 这 个 制约 恰 
好 创造 了 群 。 如 果 x? = 1 还 不 足以 充分 说 明 问 题 ， 我 们 就 提高 次 数 看 看 ， 
换 成 三 次 方程 。 









































2Z3 一 1 











这 个 方程 的 解 是 1 的 立方 根 ， 有 三 个 ， 分 别 如 下 所 示 。 
=] 站 
2 














ZT 二 1,w,w? 这 里 的 w = 











| 
pu 
个 











事实 上 ，{1, ww?} 关于 乘法 构成 了 阿 贝 尔 群 ， 因 为 z=w 是 23=1 
的 解 ， 所 以 我 们 将 其 简化 为 w*”= 1， 运 算 表 如 下 。 


DD 















































































































































x 1 Ww 2 
1 1 Ww 2 
WwW WwW ww 1 
w2 wa 1 LU 
保留 指数 应 该 更 方便 看 吧 ， 这 样 就 容易 确认 是 和 否 满足 阿 贝尔 群 的 公 
更 了 s 
x | wo wo w? 
wo wo wl w? 
Cor w! 2 wo 
已 2 2 wu wl! 
跑题 了 , 一 般 将 n 次 方程 式 xz”=1 的 nn 个 解构 成 的 集合 记 作 下 面 
{oo, Q1, 02,*.…*， Qn-1} 























这 个 集合 构成 关于 乘法 运算 的 阿 贝 尔 群 。 是 不 是 太 抽 和 象 了 不 容易 明白 ? 
我 们 就 从 复 平 面 上 的 几何 角度 来 看 。 因 为 单位 圆 上 的 复数 的 绝对 值 为 
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1， 所 以 积 是 “ 幅 角 的 和 ”。 也 就 是 说 ， 要 考虑 1 的 n 次 根 ， 只 要 考虑 将 单 


A 




































































































































































位 圆 的 圆周 nn 等 分 的 点 就 可 以 了 。 
n 二 1 时 ，{1} 和 只 由 单位 元 构成 的 群 同 构 。 
n= 二 2 时 ，{1, 一 1} 和 由 两 个 元 组 成 的 群 同 构 。 
nn 二 3 时，{1,w,w} 对 应 正三 角形 的 顶点 。 
n= 二 4 时 ，{,i, 一 1, 一 让 } 对 应 正方 形 的 顶点 。 

























































































可 用 以 下 形 





























式 表述 。 


2nxk . 
Qk 三 COS 一 一 十 1SIn 一 一 
Nn Nn 










































































6.3.3 数学 文章 的 解释 





丸 为 是 幅 角 360? = 2x 的 n 等 分 ， 所 以 x"=1 的 解 为 k=0,1,…,n 一 1， 


2nk 











从 方程 式 的 角度 来 看 ， 我们 熟悉 的 正 n 
的 解 "， 从 群 的 角度 来 看 则 变 成 了 “元 素 个 数 为 n 个 的 阿 贝 尔 群 的 例子 ”。 
单位 圆 上 的 舞蹈 真是 有 趣 啊 。 








“ 泰 条 拉 ， 玩 弄 了 这 么 半天 群 ， 你 应 该 明白 这 句 话 的 含义 了 吧 ?” 


米尔 需 说 着 闭 上 眼 ， 唱 起 











I sf 





le 









































改 
an 












































阿 贝 尔 群 的 结构 


9 


边 形 的 顶点 是 “1 的 n 次 根 
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“ 嘎 ? 如 何 ? ”米尔 嘉 张 开眼 问 道 。 
“我 ， 我 也 能 明白 吗 ……” 泰 条 拉 不 安 地 回答 道 。 
“ 先 试 着 想 想 。” 米 尔 串 说 ,“ 明 不 明白 , 不想 怎么 会 知道 呢 。 不 能 因 
为 “椭圆 曲线 ” 和 “ 阿 贝 尔 群 ” 听 上 去 很 难 就 怕 了 它们 。 它 们 等 你 儿 百 年 了 ， 
就 算 不 能 马上 明白 也 不 要 怕 。 要 从 正面 直面 它们 。” 
泰 洲 拉 陷 入 深思 ， 一 脸 认 真 。 沉 默 了 一 会 儿 ， 慢 慢 开 口 道 : 
“我 …… 我 不 知道 “椭圆 曲线 "， 不 过 “有 着 作为 阿 贝 尔 群 的 结构 "我 
觉得 我 还 是 明白 的 …… 不 ,我 明白 。 阿 贝尔 群 指 的 是 满足 交换 律 的 群 。 
这 就 是 阿 贝尔 群 的 定义 。 我 知道 交换 律 ， 也 学 过 群 的 公理 ， 所 以 我 知道 
阿 贝 尔 群 的 定义 。 这 个 嘛 ,椭圆 曲 线 指 的 应 该 是 某 种 集合 ， 由 它 出 发 应 
该 也 可 以 定义 某 种 运算 。 因 为 ……” 
“ 群 的 定义 是 ……” 我 开口 。 
“学 长 ! 等 一 下 再 说 ， 我 就 要 想 出 来 了 ! 群 指 的 是 在 集合 上 定义 了 某 
运算 。 如 果 说 “椭圆 曲线 中 有 着 作为 阿 贝尔 群 的 结构 " ， 那 么 运算 就 应 
该 定义 在 椭圆 曲线 这 个 集合 上 ， 且 满足 阿 贝 尔 群 的 公理 。 也 就 是 说 …… 
算是 闭 集 ， 满 足 结合 律 ， 也 有 单位 元 ， 所 有 元 素 都 存在 与 其 对 应 的 逆 
元 …… 然 后 ， 咽 ， 应 该 也 满足 交换 律 。” 





























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































我 尺 呆 了 ! 泰 打 拉 吃透 了 定义 。 这样 啊 , 即使 不 知道 椭圆 曲线 这 个 用 语 ， 
只 要 以 已 经 知道 的 阿 贝 尔 群 为 线索 ， 还 是 可 以 努力 同 前 i 
泰 洒 拉 似 乎 注意 到 了 什么 ， 两 手 遮 住 了 嘴 。 
“ 啊 ! 想 把 作为 群 的 构造 的 东西 放 进 椭圆 曲线 中 的 ,一定 是 研究 椭 区 
| 线 的 人 。 这 样 一 来 , 也 许 能 以 阿 贝 尔 群 的 结构 为 线索 来 研究 椭圆 曲线 ……” 
然后 ， 米 尔 嘉 打 断 了 泰 末 拉 的 话 。 
“ 泰 末 拉 ， 和 泰和 打 拉 ， 你 到 底 是 何人 ?” 


从 马 ? 97 
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“你 的 理解 速度 把 我 吓 了 一 跳 。 泰 条 拉 ， 过 











米尔 嘉 招手 。 
“什么 事 ?” 泰 打 拉 听话 地 竣 到 床 边 。 
米尔 嘉 用 右手 臂 足 汐 一 下 缠 紧 了 她 ， 然 后 








山 叫 
























































在 泰 洒 拉 脸 类 上 ， 亲 了 一 口 。 














“ 呀 啊 ! 米 米 米 米 米 尔 嘉 ! limso i sin 寺 




















下 





“我 最 喜欢 聪明 的 孩子 了 。” ”米尔 嘉 调 皮 地 吐 了 吐 舌头 。 











6.3.4” 辩 群 公 理 














谈话 告 一 段落 ， 泰 打 拉 又 倒 了 杯 茶 。 米 尔 嘉 想 
































费 了 好 半天 劲 ， 可 能 是 因为 左手 臂 疼 吧 。 
“用 我 帮忙 吗 ?” 泰 打 拉 问 道 。 
“了 喇 …… 用 ， 麻 烦 你 了。” 

“ 编 辩 子 行 吗 ?” 


人 随便 。” 










































































涉 





重新 扎 


本 























泰 洒 拉 高 兴 地 给 米尔 需 编 起 了 辫子 ， 真 难得 看 到 米尔 嘉 梳 辫子 。 









































“数学 领域 里 存在 辫子 吗 ? ”泰和 杀 拉 问 道 。 






































“公理 方面 没有 矛盾 就 存在 。 米尔 喜 马 上 答 道 。 

































































““ 凑 群 公理 是 吧 。” 
到 底 是 什么 公理 啊 ， 我 内 心 忍 不 住 吐 覃 。 
“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 。 米尔 叫 说 道 。 























































































































“好 ， 编 完了 。 小 时 候 我 也 留 过 长 头发 ， 量 



































目 





好 怀念 那个 时 候 ， 妈 妈 在 我 身后 编 着 因子 给 我 















































“ 听 上 去 简直 就 像 女 孩子 的 事 儿 。 我 忍 不 住 


















































E 调 佩 道 。 

















“人 家 本 来 就 是 女孩 子 ! 而 且 尤 里 也 是 女孩 

















子 啊 ， 之 前 还 


EE 上 总 是 妈妈 给 我 编 辫 子 ， 





昌 《 Greensleeves 》。” 
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“无 里 ? ”为 什么 突然 提 到 万 里 ? 
“ 啊 ， 没 ……… 我 怎么 就 管 不 住 这 张嘴 呢 ! 唉 …… 


泰 末 拉 揪 了 一 下 自己 的 脸 正 。 









































































































































“ 难 不 成 是 “四 亲 等 旁 系 血亲 ”的 事 儿 ? ”我 问 道 。 
' 训 ? 号? 学 长 ?” 
“万 里 告诉 我 了 。 尤 里 就 相当 于 我 妹妹 …… 国 





















































“ 啊 ， 是 …… 是 吗 ? 这 个 …… 喇 ?这么 说 来 ， 学 姐 也 有 兄弟 姐妹 吗 ?” 
“有 个 哥哥 。” 米 尔 襄 看 着 自己 的 发 梢 。 
“ 译 ? 1 ”我 跟 泰 杀 拉 忍 不 住 提高 了 嗓门 。 
米尔 嘉 有 哥哥 ? 我 从 没 听 说 过 。 
“不 过 ， 哥 哥 他 在 我 小 学 三 年 级 的 时 候 就 …… 死 了 。 
行 清 泪 从 米尔 嘉 脸 上 滑 过 。 

她 没有 擦拭 。 

而 是 闭 上 了 了 眼 。 

又 一 行 清 泪 。 
“米尔 嘉 …… 泰 打 拉 立即 拿 出 手帕 给 她 擦 眼泪 。 
“明天 我 就 出 院 了 ， 你 们 可 以 不 用 过 来 。 米尔 亮 说道。 
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LL 


6.4 真实 的 样子 


6.4.1 本 质 和 抽象 化 
今天 不 去 医院 。 
放学 后 ,我 跟 泰 打 拉 待 在 图 书 室 里 ， 却 没有 要 挑战 的 问题 ,话说 

来 也 没有 心情 去 计算 ， 所 以 就 一 直 在 
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我 说 ， 学 长 …… 昌 然 米尔 嘉 讲 了 群 的 知识 ， 不 过 数字 这 东西 到 底 是 
什么 呢 ? 我 一 直 认 为 有 数字 才能 计算 ， 但 是 思考 过 集合 和 公理 ， 就 能 构成 


? 






































































































































类 似 于 计算 的 东西 。 集 合 中 计算 元 素 ， 复 平面 上 计算 点 …… 这 些 我 差不多 
都 习惯 了 , 那 我 就 起 了 , 真实 的 数字 到 底 在 哪里 呢 ? 数字 实际 是 存在 的 吗 ?” 










































































































































































真实 究竟 是 什么 东西 ， 你 们 知道 吗 ? 


“在 医院 听 着 米尔 器 的 话 ， 我 也 思考 过 了 。 数 字 是 什么 ”数字 的 本 






































六 





























“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 。” 
































米尔 嘉 也 说 了 这 种 话 。 我 却 不 明白 她 想 说 什么 。 

“大 具体 就 会 迷失 本 质 。 虽然 英语 中 虚数 叫 作 imaginary number， 
晶 不 仪 限于 虚数 ， 所 有 数字 可 能 都 是 我 们 想象 出 来 的 呢 。” 

“ 太 具 体 就 会 迷失 本 质 ， 是 怎么 回 事 ? ” 


“米尔 器 说 过 的 吧 , 除去 同 构 群 , 本 质 上 只 存在 一 个 “只 有 两 个 元 的 群 ”。 
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Ty 

























































































































































































那 就 是 根据 群 的 公理 逻辑 性 地 推导 出 的 结论 。 我 们 必须 忘记 具体 的 数字 ， 


UT UU>~ 















































才能 看 到 运算 的 本 质 。 必 须 抛弃 0 和 1 这样 具 体 的 数字 。” 


~ 















































把 0 和 1 都 统一 看 成 单位 元 ， 这 个 想法 很 大 胆 吧 。 把 + 和 x 都 看 
成 运算 也 很 了 不 起 。 从 和 平日 的 陈腐 概念 中 削 去 非 本 质 的 部 分 ， 本 质 的 部 
分 就 会 浮 在 眼前 了 吧 。” 










































































“总 觉得 有 点 明白 了 。 抽象 化 并 证 明之 后 , 就 能 适用 于 更 大 的 范围 了 吧 。” 
“如 果 不 进行 抽象 化 ， 我 们 是 不 能 确定 本 质 是 否 相同 的 。 抽 象 一 一 抽出 

旨 的 是 将 本 质 以 外 的 部 分 抽象 , 也 就 是 丢掉 。 选 择 真 正 重要 的 ,丢掉 其 他 的 。 
“选择 真正 重要 的 ， 丢 掉 其 他 的 ………” 
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6.4.2 摇摆 不 定 的 心 









































































































































































































































































































































“学 长 …… 米尔 癌 学 姐 发 生 事故 那天 ， 你 从 教室 飞 奔 出 去 了 ， 那 时 
候 ……” 泰 条 拉 说 着 ， 抱 紧 了 自己 的 双肩 。 

“ 嗯 ,我 一 直 跑 到 中 央 医 院 ， 我 自己 都 不 相信 自己 能 跑 这 么 远 。 腿 相 
当 疼 啊 。 

“话说 米尔 嘉 真 厉害 ， 我 以 为 她 遇 上 事故 以 后 肯定 吓 得 够 哈 ， 没 想到 
还 能 那么 有 精神 地 “讲课 '…… 

说 着 ,我 想起 了 米尔 驯 流 泪 的 样子 。 她 原来 有 哥哥 啊 ， 还 在 她 小 学 
的 时 候 去 世 了 …… 不 完整 的 家 庭 啊 。 

我 看 了 看 表 。 























“ 啊 ， 瑞 谷 老师 马上 就 该 来 宣布 放学 了 。 差 不 多 该 回去 了 吧 ?” 

瑞 谷 老师 是 图 书 室 的 管理 员 。 一 到 放学 时 间 ， 她 就 会 从 管理 员 办 公 
室 走 到 图 书 室 中 央 ， 宣 布 放学 了 。 她 总 是 带 着 一 副 深 色 眼镜 ， 看 不 清 她 
脸 上 什么 表情 ， 因 为 到 了 时 间 她 就 会 自动 过 来 ， 所 以 也 有 人 开玩笑 说 她 
是 机 器 人 。 

“学 长 , 我 们 藏 起 来 看 看 , 是 不 是 就 算 没 有 人 瑞 谷 老师 也 会 宣布 放学 ?” 

我 们 藏 在 文学 全 集 的 书架 后 面 。 瑞 谷 老师 巡视 的 路 线 总 是 跟 机 器 一 
样 规律 。 这 个 位 置 应 该 是 死角 。 我 藏 在 书 染 后 ， 泰 打 拉 蹲 在 我 身后 。 
“总 觉得 像 在 玩 捉 迷 藏 呢 。” 
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身 着 紧身 袜 的 瑞 谷 老师 现 身 了 ， 只 见 她 径直 走向 了 图 书 室 的 中 央 。 






























































宣布 完毕 。 然 后 她 就 走 回 管理 员 办 公 室 ， 关上 了 门 。 一 如 往常 。 
喔 ， 就 算 没 有 人 她 果然 也 会 宣布 放学 啊 。 真 怪 。 我 正 想 转向 泰 夭 拉 
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泰 洒 拉 贴 上 了 我 的 后 背 。 

“ 泰 条 拉 ?” 

心跳 急剧 加 快 。 

“学 长 …… 别 转 过 来 。 

我 什么 话 都 说 不 出 。 

“我 知道 ， 我 都 明白 。 米 尔 亮 很 出 色 ， 我 做 不 到 那么 出 色 。 

背后 感觉 着 泰 朱 拉 身体 的 柔软 和 重量 ,我 的 眼神 在 文学 全 集 的 书 兰 
上 游 移 。《 阿 Q 正 传 兴 伊豆 的 舞女 兴 杜 子 春 放 …… 

“所 以 ， 所 以 …… 请 你 不 要 回头 。 一 小 会 ， 一 小 会 就 好 ， 让 我 就 这 么 
竺 一会儿。 对 我 来 说 ， 没 办 法 跟 …… 对 于 现在 的 我 来 说 ， 没 办 法 跟 学 长 
面对面 。 等 学 长 你 转 过 头 ， 就 会 看 到 平时 的 我 。 所 以 就 现在 一 小 会 儿 ， 
让 我 i 

区 洒 拉 的 双手 不 停 地 颤抖 着 。 

然后 她 …… 轻 轻 地 把 头 靠 在 了 我 的 背 上 。 

名 4 入 

泰 淋 拉 用 微微 颤抖 的 声音 唤 着 我 的 名 字 。 现 在 , 世界 上 只 有 我 一 个 人 ， 
能 听见 她 的 声音 。 

仅仅 过 了 一 瞬 。 

歇 略 噬 ! 

系 朵 拉 像 击 鼓 般 揪 着 我 的 后 背 。 我 差点 没 站 稳 脚 一 下 子 翻 过 去 。 

玩笑 的 ， 学 长 你 吓 到 了 吧 ? 开 个 玩笑 ， 玩 笑 ! 今天 我 先 回去 了 ! 

学 长 ， 明 天 见 ! 

泰 淋 拉 用 一 副 轻快 的 语调 跟 我 道 了 别 ， 站 了 起 来 。 斐 小 那 契 数 列 的 
手势 也 马马虎虎 做 了 一 下 ， 就 像 飞 一 样 奔 出 了 图 书 室 。 
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儿 末 拉 到 底 还 是 这 么 开朗 。 
但 是 ， 我 一 一 
看 到 了 ， 她 好 像 在 活 。 

















如 果 让 我 回 望 人 生 ， 

选 出 最 具有 创造 性 的 时 刻 ， 

那 就 是 在 最 严格 的 制约 条 件 下 

还 不 得 不 工作 的 时 候 。 

高 德 纳 ，Things a Computer Scientist Rarely Talks About 











生生 一 二 
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以 发 型 为 模 





列车 渐渐 放 慢 了 速度 ， 

不 久 就 望 见 站 台 上 一 排 排 温馨 、 整 齐 的 灯光 ， 

灯光 不 断 扩 大 、 伸 展 。 

两 人 面 对 的 车 窗 刚好 对 准 天 物 车 站 的 大 时 钟 时 ， 列 车 停 下 了 。 
宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 





7.1 ”时 钟 


7.1.1 余数 的 定义 
“哥哥 ， 这 个 怎么 样 ? ” 尤 里 问 我 。 
“什么 ?” 
“ 认 ? 没 发 现 吗 ? 你 看 你 看 !” 

尤 里 说 着 转 过 头 ， 马 尾 关上 蔡 绿 色 的 新 丝带 轻 轻 揪 虑 着 。 
“丝带 真 漂亮 啊 。” 
“ 喊 喊 喊 …… 哥 哥 ， 你 这 样 可 是 会 不 受 女孩 子 欢迎 的 哦 。 
“你 这 是 什么 意思 啊 ?” 


“不 应 该 说 “丝带 真 漂亮 啊 " ， 应 该 说 “很 配 你 哦 ” 才 对 嘛 。” 


et SS 99 




































































































































































































































































Ea; 




















“你 真是 不 明 息 女孩 子 的 心思 噶 ! ”万 里 又 开始 用 猫 语 说 话 了 。 









































































































































































































































































































































174 第 7 章 以 发 型 为 模 

“是 是 …… 很 配 你 哦 。 

“ 喂 ! 别 机 械 地 重复 啊 ! ” 

四 哈 全 哈 RS 2 

“热身 完毕 , 今天 要 讲 什么 ?” 尤 里 问 道 。 

“ 尤 里 ， 你 知道 余数 的 定义 吗 ?” 

“ 除 完 剩 下 的 数字 对 吧 。” 

Cen 尔 忘 了 怎么 描述 定义 了 吗 ?“ 余 数 指 的 是 

“ 啊 ! 想起 来 了 。 "余数 指 的 是 除 完 剩 下 的 数字 ”对 

“我 知道 你 想 说 什么 ， 但 是 这 不 算 定 义 ， 用 什么 除 们 
指 的 是 什么 ?必须 说 明白 。” 

“ 咖 … 人 家 没 这 么 想 过 ， 弄 不 明白 啊 。” 

“ 那 我 们 一 起 来 想 。” 我 打开 笔记 本 。 

“好 啊 。” 尤 里 戴 上 眼镜 ， 读 到 我 身边 。 

全 学 沪 
“为 了 准确 地 定义 余数 ， 我 们 采用 数学 公式 。” 



































a=bg++7r (0< 











r<05) 


























































































































“a 除 以 5 剩 下 的 数字 指 的 就 是 这 个 等 式 
此 字母: a 和 5 是 自然 数 ，q 和 7 是 自然 数 或 者 0。” 

“ 喷 ? 我 说 哥哥 ， 我 感觉 这 个 等 式 没 有 定义 余数 啊 ， 
除法 运算 !” 

“定义 余数 也 是 定义 除法 运算 ， 所 以 在 定义 余数 的 时 人 
算是 正常 的 。 这 个 式 子 用 乘法 定义 了 余数 。 首 移 

这 个 等 式 。 读 数学 公式 不 能 着 急 ， 得 边 读 边 一 个 个 去 确 






































么 ? 剩 下 的 数字 


的 >。 我 们 这 么 来 定义 这 
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a 
yy 
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me ue 
LL 
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el 


























吴 没 出 现 除 法 运 


你 先 好 好 读 读 a=bg 十 7 


有 认 ab dr 这 些 
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字母 的 意思 。” 

“人 家 知道 啦 ， 老 师 。 咽 :……: 然 数 指 的 就 是 1, 2, 3 这 样 的 吧 …… 在 
等 式 a 二 bg 十 "里 出 现 了 a,b,g,7 这 四 个 字母 。a 是 被 除数 ,5b 是 除数 ， 
7 是 余数 …… 但 是 g 是 什么 ?” 

“你 认为 是 什么 ?” 

“bp 和 gq 相 乘 ， 再 加 上 7 就 等 于 a…… 难 不 成 gq 是 除法 运算 的 答案 ?” 

“ 没 错 。g 是 a 除 以 5 的 商 。” 

“ 那 我 就 明白 这 个 等 式 的 意思 了 。a == bg 十 7 就 表示 用 a 除 以 8，， 商 
为 g 余数 为 7 对 吧 。 但 是 这 个 等 式 里 ， 





































































































































































































































































































































































































































































































































































































a=bg+r (0<r<0) 
右边 写 的 条 件 (0 <7 <5b) 又 是 为 什么 呢 ?”” 

“你 终于 发 现 了 啊 。 你 真是 不 会 放 过 任何 一 个 条 件 呢 。 好 好 想 想 看 ， 
为 什么 会 存在 这 个 条 件 ? 如 果 有 很 在 意 的 地 方 ， 就 一 个 一 个 仔细 想 ， 这 
对 学 习 数 学 非常 重要 哦 。” 

“哥哥 演 起 老师 还 真是 有 模 有 样 的 。 叫 , 因为 ”是 余数 , 所 以 0 和， 
总 之 余数 要 大 于 等 于 0 对 吧 。 余 数 是 0 就 整除 了 。 但 是 为 什么 rx <b 我 
就 不 明 下 生计 六 

尤 里 推 了 一 下 她 的 树脂 框 眼镜 手 抱 在 胸 前 。 

“这 个 ，r <5 嘛 ……r 是 余数 ,bp 是 除数 …… 啊 ! 这 不 是 明摆着 嘛 ! 
<b 就 意味 着 “余数” 比 "除数 小。 比如 7 除 以 3, 余数 为 1 是 吧 ， 
7 二 3 二 2..…1。 用 3 除 , 余数 肯定 不 会 超过 3， 如 果 用 3 除 余 4， 就 会 
出 现 “ 余 数 多 了 ”的 问题 …… 

“对 对 ， 就 是 这 么 回 事 。 尤 里 真 棒 ， 能 用 具体 数字 举例 。 条件 0<r <b 
表示 余数 肯定 大 于 等 于 0， 且 余数 小 于 除数 。 看 吧 ， 只 要 这 样 仔细 读 ， 
这 个 定义 余数 的 等 式 a=bqg 十 r (0<7<b) 不 也 进 到 脑子 里 了 吗 ? 数学 
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这 东西 ， 就 算 你 非常 神速 地 把 它 全 背 下 来 也 没 用 。 要 慢 慢 地 读 ， 反 复 地 
写 数学 公式 ， 有 疑问 要 仔细 思考 ， 举 出 具体 例子 验证 。 这 人 么 玩 4 
玩 着 玩 着 就 学 会 了 。 要 想 准 确定 义 余 数 ， 就 必须 证 明 存在 唯一 满足 这 个 
式 子 的 g 跟 7。 现 在 我 们 先 省 去 这 个 步 又 。” 

















































































































































































































六 


余数 的 定义 (自然 数 ) 
我 们 用 以 下 等 式 定 义 a 除 以 5 的 商 gq 和 余数 7。 























a=bg+r (0<r<0) 


然 数 或 0。 




















i 


在 此 ，a,5 为 






























































“那么 ,来 把 你 的 例子 套 到 等 式 里 看 看 。 用 7 除 以 3, 商 为 2 余数 为 1。 
也 就 是 说 ，a=7, 一 3,9 一 2,7 二 1。 


























7=3x2+1 (0<1<3) 














“ 咽 ， 明 白 …… 不 过 这 有 意思 吗 ?” 
此 里 ， 之 前 我 跟 你 举 过 “使 用 数学 公式 表达 的 例子 。 算 数 和 数学 
最 大 的 不 同 在 于 ， 会 不 会 出 现 带 有 字母 的 数学 公式 ， 对 吧 ? 你 已 经 理 角 
了 “余数 ”是 什么 , 但 是 要 表达 它 ， 则 需要 数学 公式 。 然 后 ， 在 数学 公式 
1， 我 们 必须 紧 紧 咬 住 每 一 个 字母 的 含义 。 这 就 是 我 之 前 想 说 的 。 

“ 喔 …… 我 明白 了 ， 哥 哥 。 
不 过 话说 回来 ， 你 还 是 没 放 过 任何 一 个 条 件 呢 ， 了 不 起 !” 
“讨厌 ! 人 家 会 不 好 意思 的 ! 7” 
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7.1.2 ”时 针 指 示 之 物 
我 指 了 指 墙 上 的 时 钟 。 
“如 果 时 钟 时 针 指 向 3， 那 么 可 能 上 










































































LL 
过 
袁 
党 
湛 
池 
CD 
By 
过 





























7.2 同 余 177 























15 点 ， 也 就 是 下 午 3 点 。 我 们 不 知道 是 哪 种 情况 。 时 针 指 向 的 是 “用 现 
在 的 时 刻 除 以 12 的 余数 '。 因 为 15 二 12=1.…3, 余数 是 3， 所 以 在 
15 点 时 时 针 会 指 同 3 这 个 数字 。” 

“ 喔 …… 听 哥哥 你 这 么 一 说 ， 确 实 是 这 样 呢 。 要 是 23 点 的 话 ， 就 用 
23 除 以 12， 余 数 是 11， 然 后 时 针 会 指向 11…… 没 错 。 

“所 以 ， 时 钟 正 在 进行 求 余 数 的 计算 哦 。 

“不 是 吧 ! 哥哥 你 搞 错 了 吧 ! ” 







































































































































































“因为 你 看 嘛 ， 想 想 余数 为 0 的 时 候 啊 ，12 点 的 时 候 ， 时 针 不 指向 0 
而 指向 12， 难 道 说 余数 得 12? 太 奇 怪 了 吧 。” 

阿 ， 说 的 也 是 ， 但 是 12 跟 0 是 一 样 的 啊 ……” 

“12 跟 0 才 不 一 样 呢 ! 哥哥 你 忘 了 余数 的 定义 了 吗 ? 
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a=bg+r (0<r<0b) 















































] 12 除 的 时 候 , 余数 + 有 0<r<12 这 个 条 件 吧 ?12 没有 余数 哦 ! 



























































哨 哈 哈 ~” 
虐 a 人 
尤 里 这 家 伙 ， 跟 立 了 什么 大 功 一 样 …… 
7.2 同 余 


7.2.1 余 项 
“就 这 样 ， 我 被 表妹 辩 倒 了 。” 我 说 。 
“ 尤 里 对 条 件 看 得 真 紧 啊 ……” 泰 条 拉 说 道 。 
“我 看 你 被 凑合 了 很 开心 嘛 。” 米 尔 露 说 道 。 
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这 里 是 我 的 教室 。 

米尔 嘉 出 了 院 ， 从 今天 起 回来 上 课 了 。 不 过 是 挂 着 拐杖 来 的 。 因 为 
行动 不 便 ， 放 学 后 我 们 就 没 到 图 书 室 去 ， 直 接 在 教室 讨论 起 来 了 。 
米尔 亮 的 眼镜 焕然 一 新 ， 镜 框 的 弯曲 度 略 与 之 前 不 同 。 左 臂 和 右 脚 
还 缠 着 绷带 ， 显 得 很 可 怜 。 
学 妹 泰 洒 拉 也 加 入 了 我 们 的 谈话 。 
得 很 在 意 她 ， 可 她 却 一 如 往常 。 
女孩 子 的 心 ， 还 真是 难以 捉摸 啊 一 一 号 ? 
“我 说 泰 条 拉 ， 你 换 了 发 型 ?” 
清爽 了 许多 ， 给 人 感觉 不 再 乱七八糟 慌 慌 张 张 了 ， 反 而 利落 了 许多 。 
“ 训 ? 啊 ， 你 发 现 了 ? 没 做 什么 大 的 修整 ， 只 把 长 长 的 部 分 稍微 修剪 
了 一 下 …… 甬 太 短 了 吗 ?” 

夭 条 拉 用 手指 搜 着 刘海 ， 眼 睛 往 上 看 着 。 
“ 短 了 不 人 少 …… 不 过 很 配 你 哦 。” 
“ 诸 ? 是 是 是 是 是 吗 ? 很 …… 很 高 兴 你 能 这 么 说 ……” 
只 见 泰 条 拉 两 手 握拳 在 脑袋 上 转 来 转 去 ， 不 知道 是 什么 手势 。 
“然后 呢 ? 听见 “12 和 0 是 不 一 样 的 ”你 就 跟 霜 打 的 茄子 似 的 撤 了 ?” 
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Ea 


为 前 些 日 子 捉迷藏 的 
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“此 话 怎 讲 ?” 


“时 钟 的 世界 ， 是 由 mod 来 运营 的 。” 
































“mod?” 
“ 求 余 项 也 就 是 余数 的 运算 ， 叫 作 mod。 打 个 比方 ,7 除 以 3 
余数 得 1 就 可 以 写成 下 面 这 样 。 
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水 
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米尔 嘉 说 着 ， 向 我 打 了 个 手势 。 


让 我 交 出 笔记 本 和 自动 铅笔 是 吧 ， 尊 命 ， 尊 命 。 












































我 们 按 顺 序 来 讲 。 
你 用 了 自然 数 的 范围 来 定义 余 项 。 自 然 数 a 除 以 5 得 到 的 商 设 为 9， 
余 项 设 为 "-， 则 a,b, gq,7 关系 如 下 所 示 ， 这 是 对 的 。 




































































a=bg+r (0<r<b) 





在 此 ,将 a 和 5 的 范围 从 自然 数 扩 大 到 整数 ,但 因为 除数 不 能 为 0， 
所 以 5b 关 0。 
将 整数 a 除 以 整数 b(b 关 0) 得 到 的 商 设 为 a, 余 项 设 为 "-， 用 以 下 等 
式 定义 商 和 余 项 。 因 为 也 有 可 能 为 负数 ， 所 以 我 们 在 附加 条 件 的 不 等 
式 中 用 绝对 值 | 中 代替 b。 














































































































a=bg+r (0<r7r<|d|) 


























给 出 a,b 的 话 ，g,7 就 具有 唯一 性 了 。 这 样 就 可 以 定义 mod 了。 


























mod 的 定义 (整数 ) 


假设 a, b q,7 是 整数 ，b 关 0。 

















这 没什么 难 的 。 和 十, 一 , x ,三 一样, mod 就 是 一 个 运算 。 打 比方 说 ， 
7 除 以 -3， 商 为 -2， 余 数 为 1。 



































7mod (-3)=1 < 7=(-3)x(-2)+1 (0<1<|-3) 
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因为 存在 制约 条 件 0 入 > < |-3|， 所 以 7mod (-3) 的 值 只 能 为 1。 
采用 刚刚 我 们 定义 的 运算 mod， 假 设 从 读 晨 0 点 开始 过 了 h 个 小 时 ， 
Bb 么 时 针 就 会 指向 hmod 12。 当 然 , 为 了 证 你 表妹 没 法 吐槽 ， 我 把 12 
的 刻度 事先 换 成 了 0。 
h 也 可 以 是 负数 。 从 凌晨 0 点 过 了 一 1 个 小 时 (也 就 是 提前 了 一 小 时 ) 




















时 ， 时 针 指向 11， 然 后 (1) mod 12 也 确实 为 11。 















































-1=12x(-1)+11 


Az 








8 么 ， 我 给 泰 洒 拉 出 道 简 


























(0< 11<|12)) 


单 的 题 ， 对 于 整数 a 和 b， 存 在 


a mod b=0 


请 用 一 句 话 说 明 a 和 5b 的 关系 。 
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© © 
































6 [ 因 77 
咽 | 


指 的 是 a 除 以 5 的 余数 对 吧 ， 





数 为 0” 吧 !” 


“没什么 错 ， 
“ 认 ? 用 一 句 话 ” 虽 ， 
“aa 是 总 的 倍数 ， 或 关 
义 说 成 “a 能 整除 b”。” 我 说 。 

















“还 可 


和 4 有 末 拉 思 加 
























































不 过 泰 淋 拉 ， 这 可 以 


说 是 a 的 约 数 ” 也 行 。 




















本 接 用 一 句 话 归纳 。 























米尔 嘉 的 问题 ,“ 整 数 a 和 的 关系 吗 ，amodb 
所 以 amodb=0 指 的 是 





“a 除 以 b 余 
































“ 啊 ， 是 这 样 啊 ! ” 泰 条 拉 用 力 点 了 点 头 。 
“mod 是 只 求 余数 的 运算 对 吧 。 我 说 ,“ 求 商 和 余数 我 还 能 明白 ， 





























求 余数 有 什么 意义 吗 ?” 


























米尔 有 说 道 。 





























“ 喔 …… 你 不 是 喜欢 “调查 奇偶 性 ' 吗 ?” 米尔 嘉 反 问 我 
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“调查 奇偶 性 是 种 理论 啊 …… 啊 ， 对 了 1! 7” 

“ 没 错 。“ 调 查 奇偶 性 ”就 是 “调查 除 以 2 的 余数 " 。 

嗯 ,确实 如 此 。 调 查 奇偶 性 的 时 候 除 以 2， 无 视 商 ， 只 关注 余数 。 
原来 如 此 。 
















































































“我 想 问 问 在 mod 的 定义 中 出 现 的 a= bg 十 7 这 个 式 子 。” 和 泰 灯 拉 说 
道 ，“r 是 英语 的 remainder 余数" 的 首 字母 对 吧 , 但 是 g 是 什么 单词 的 


Es 
本 


关 母 呢 ?“ 除 " 是 divide,， “比率 ' 是 ratio, “分数 "的话 是 fraction……” 














































































































Ac、 


“quotient。 ”米尔 嘉 立 即 答 道 ,“ 是 “ 商 " 。mod 是 modulo。” 

















7.2.2 同 余 

“那么 ， 我 们 来 谈 谈 同 余 。” 米尔 嘉 说 道 ,“ 同 余 指 的 是 ， 把 余数 相等 
的 数 同等 看 待 。 

“同等 看 待 ?” 泰 条 拉 一 脸 不 解 。 

“就 是 把 不 同 的 东西 看 成 一 样 的 东西 的 意思 哦 ， 泰 打 拉 。” 我 补充 道 。 
“时 钟 的 例子 很 简单 。” 米 尔 嘉 继续 讲 道 ,“3 点 和 15 点 是 不 同 的 时 刻 ， 
但 是 在 这 两 个 时 刻 ， 时 针 都 指向 3。 因此， 我 们 把 3 和 15 同等 看 待 。 也 
就 是 说 ， 把 除 以 12 得 到 的 余 项 中 ， 相 等 的 余 项 同等 看 等。 如 下 面 的 数学 
公式 所 示 。” 










































































































































































































































































3 三 15 (mod 12) 























“要 注意 这 里 的 符号 不 是 =， 而 是 三 。 这 个 式 子 叫 作 同 余 式 。 此 外 ， 
我 们 把 这 时 的 12 称 为 模 。3 = 15 (mod 12) 这 个 同 余 式 读 作 











“3 和 15 对 模 12 同 余 。 

















试 着 以 12 为 模 ， 举 出 几 个 同 余 式 的 例子 。 总 之 就 用 三 连接 那些 用 模 除 后 
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余数 相等 的 数 。” 
3 15 (mod 12) 
15 三 3 (mod 12) 
12 三 0 (mod 12) 
12000 三 0 (mod 12) 
36 三 12 (mod 12) 
14 三 2 (mod 12) 
11 三 (—1) (mod 12) 
7 主 (=5) (mod 12) 
本 (mod 12) 





























这 样 表 示 。 


“因为 三 两 边 的 余 项 相等 ， 所 以 一 般 可 以 像 下 





I 





























a=b (modm) < 全 amodm=bmodm 





也 可 以 把 这 个 想 成 是 三 的 定义 。” 


“米尔 嘉 ， 我 想 问 一 下 。” 泰 打 拉 举 二 














! 
[加 
中 


























“我 感觉 越 来 越 不 明白 mod 这 个 运算 的 含义 了 。 刚 开始 我 是 将 wmodz 
里 解 为 “a 除 以 的 余数 ', 但 是 涉及 “以 m 为 模 同 余 ” 时 , 出 现 了 (mod m)， 


mod 左边 被 除数 的 位 置 上 什么 都 没有 写 ……” 


[9 












































NA 



















































































这 样 啊 ， 不 习惯 的 话 确实 容易 搞 混 。 米尔 嘉 阅 道 ,“ 泰 洒 拉 ， 你 明 
这 个 式 子 的 意思 吧 ?” 









































amodm=bmodm 


























“ 嗯 ， 我 明白 ， 余 数 相等 。 等 式 的 意思 是 “a 除 以 m 的 余数 ”和 “5b 除 
以 m 的 余数 ' 相等 。” 
那 就 行 了 。 这 个 式 子 中 , 两 边 的 除数 都 是 m。 现 在 为 了 把 式 子 简化 ， 
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我 们 把 两 边 都 有 的 mod m 统一 写 到 右边 ， 但 在 这 里 a 和 bb 并 不 相等 ， 只 
是 除 以 m 的 余数 相等 。 所 以 我 们 不 采用 a ==b (mod m) 这 样 的 等 
在 此 我 们 用 一 个 跟 等 号 很 像 的 符号 三 来 代替 它 。” 
a=b (modm) 

“原来 如 此 ,我 明白 了 。a mod m 是 计算 余数 的 式 子 。a 三 b (mod m) 
是 表示 余数 相等 的 式 子 …… 是 这 样 吧 ?” 

是 这 样 。 

米尔 嘉 竖 起 食指 转 了 一 圈 ， 继 续 往 下 讲 。 





























也 可 以 写成 下 







































































“那么 ，a 除 以 m 的 余数 等 于 b 除 以 m 的 余数 可 以 直接 写成 








amodm=bmodm 


日 这 逢 区 式 。 


(a—b)modm=0 





























换血 话说 ， 就 是 “以 m 为 模 的 同 余数 字 的 差 ， 是 m 的 倍数 ”。” 


“ 训 ? 族 ? 啊 ， 确 实 是 这 么 回 事 。 这 个 我 明白 



































的 余数 就 会 消 











“对 ， 举 个 例子 ，15 和 3 的 





就 像 这 样 ， 





失 了 呢 。 泰 末 拉 了 然 





















































地 点头 。 


了 记 下 ， 


o 


(15— 3) mod 12 = 12 mod 12 
二 0 








15 和 3 的 差 确 




















实 是 12 的 倍数 。 


计算 a 一 b， 
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， mod 的 另 一 种 说 法 

| 假设 4,,m 为 整数 ，m 关 0。 

a=5 (mod mm) 以 贡 为 模 同 余 
| t 














amodm=bmodm 除 以 m 余数 相等 
了 
(a—b)modm=0 差 是 m 的 倍数 


7.2.3 同 余 的 含义 
“话说 ， 为 什么 要 把 余数 相等 的 两 个 数字 称 为 同 余 呢 ? 我 倒是 知道 三 















































































































































乡 的 全 等 (Ds 9 
米尔 嘉 听 了 这 个 问题 ， 微 微 牌 着 头 ， 回 以 微笑 。 
小 都 很 午 / 忆 、 词 呢 Ce 确实 ， 几何 里 也 这 个 词 。 直人 了 用 






















































































乡 全 等 " 指 的 是 无 视 位 置 和 方向 ， 把 两 个 三 角形 同等 看 等 。 把 两 个 全 等 
的 三 角形 的 位 置 和 方向 翻 过 来 掉 过 去 ， 能 恰好 重合 ， 对 吧 ?” 
我 和 泰 傈 拉 默 默 地 点 了 点 头 。 米 尔 亮 继续 往 下 讲 。 
“无 视差 异 是 很 重要 的 。 整 数 的 同 余 跟 几何 的 全 等 很 像 。 以 mm 为 模 ， 
无 视 m 倍数 上 的 差异 ， 把 两 个 数字 同等 看 竺 。 如 果 把 同 余 的 两 个 数字 加 
减 m 的 倍数 ， 就 能 恰好 相等 。 
7.2.4 不 拘 小 节 地 同等 看 待 
“我 觉得 很 不 可 思议 。” 泰 条 拉 说 ,， “数学 是 一 门 严谨 的 学 问 对 吧 。 数 
那些 想不到 的 、 微 小 的 差异 ， 然 而 偶尔 也 能 非常 不 哲 


人 小节 地 将 两 个 东西 同等 看 待 吗 ?“ 复 平面 " 中 ， 将 点 和 数字 同等 看 待 ， 在 

























































































































































































































































































学 重视 日 常生 
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@ 日 文中 整数 的 “ 同 余 ” 和 几何 的 “全 等 ”是 一 个 词 ， 皆 为“ 合同" 。 一 一 译 者 注 














医院 讲 过 








整数 的 





将 几何 和 


— U0 


好 像 “发 现 


的 “ 群 ” 则 是 在 集合 的 元 素 














7.2 














“ 同 余 ” 
整数 做 了 








， 也 是 无 视 倍数 的 差 
同等 和 
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了 未 知 的 引 








算 ， 和 数字 同等 看 和 
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。 我 点 头 道 ,“ 











这 个 用 i 





。 本 来 同和 









































感觉 是 喜 省 











术 





“我 们 在 























想 从 数学 
同 构 上 映射 是 含义 的 源 凡 ， 



































路 





个 很 像 ! 不 ， 几 乎 











< 尔 嘉 也 
































7.2.5 等 式 和 同 余 式 


也 是 连接 














创造 同 
个 世界 的 桥梁 。” 


加 了 
构 的 映 稀 

















“这 个 嘛 ， 就 

















E 不 


pa 
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哲学 方 





























二 这 个 符号 就 逢 
了 这 个 跟 等 号 非常 相似 的 
但 是 除法 除外 。” 














等 式 的 情况 


a 





同 余 式 的 情况 


a 





a+C=b+C (modm) 
a—C=b0-0O (modm) 


当 a 二 b 时， 





像 三 。 





而 谈 了 。” 米尔 喜 继 续 先 前 的 话题 ， 





天 














以 





下 关系 式 


FO 





Qa 二 C=061 


a—C=0b0—0C 


@KCEbXO 





为 等 式 和 同和 








式 非 全 








A 














Es 


上 , 等 式 和 同 








同和 





和 从 号 表 万 


成 立 。 


Ww 


〇 
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司 时 加 
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司 时 减 去 























边 


司 时 乘 以 





a 三 b (mod m) 时 ， 以 下 关系 式 成 立 。 


本 司 一 个 数 ， 


司 一 个 净 


司 一 个 数 ， 




















文人 ， 




















笋 虹 特 

















边 


司 时 加 上 








“ 同 构 这 个 概念 
称 为 同 构 映射 ， 


“本 来 





司 一 个 数 ， 
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可 时 泥 


ZE 


A 








zs 司 一 个 数 ， 二 


4 








相似 ， 所 以 数学 家 们 才 选 
余 式 极为 相似 ， 
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axC=bxC (modm) 




















7.2.6 两 边 同 时 做 除法 运算 的 条 件 








“除法 就 是 去 除 。 米尔 嘉 说 。 确 














实 , 加 减 乘除 


边 同 时 乘 以 同一 个 数 ， 结 果 同 余 




















四 则 运 














万 ls 关 于 加 法 、 




















减法 以 及 乘法 ， 等 式 和 同 余 式 都 








术 























我 想到 这 里 的 














十 候 ， 泰 洒 拉 举 

















羊 。 于 是 问题 














“米尔 嘉 ， 同 余 式 





~ 可 以 在 





























除 以 同一 个 数 吗 





人 下 





克 采 拉 虽 















































路 ， 





省 会 落下 条 


牛 ， 不 过 还 是 非常 聪明 的 ， 











着 地 和 带 首 

















问题 听 庙 











s 式 中 该 怎 

























































































E 让 他 来 
吗 ? ! 好 吧 ， 也 行 
比如 说 ， 将 12 人 


























举 具 体例 


MA = 让 
A 


[e] 





FE 为 模 ， 则 3 和 15 同 余 。 


3 三 15 (mod 12) 








边 同时 除 以 3， 同 余 式 就 不 成 立 了 。 





因为 在 











IC 


关 我 。 




















边 同时 除 以 3， 





左边 是 1， 右 边 是 5。 以 12 为 模 的 话 1 跟 5 是 不 同 余 的 。 我 说 。 


(3 二 3) 关 (15 二 3) 





“ 误 ? 


对 啊 。 因 为 时 钟 的 时 伯 














上 在 1 点 和 




















和 15 点 是 指向 一 个 位 




















区 


3 三 15 (mod 12) 


(3 二 3) 关 (15 二 3) 


(mod 12) | 


(mod 12) 


" 泰 洒 拉 说 道 ,“ 以 12 为 模 , 1 跟 5 
点 分 别 指向 不 同 的 位 






































3 和 15 同 


些 可 惜 呢 。” 
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~、 

















边 同 时 除 以 3， 


同 余 不 成 立 
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“刚刚 他 举 了 一 个 不 能 除 的 例子 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 但 是 也 有 两 边 可 以 
除 以 同一 个 数 的 情况 ， 比 如 说 15 和 75 这 个 例子 ， 这 两 个 数 以 12 为 模 
是 同 余 的 。 





















































15 三 75 (mod 12) 




















“75 点 是 几 点 啊 ? ” 泰 末 拉 说 道 ，“75 二 12 这 个 ， 商 6 余 3 对 吧 。 
因为 15 二 12 商 1 余 3， 所 以 15 和 75 确实 是 同 余 的 。” 
“这 时 就 算 在 两 边 同 时 除 以 5， 同 余 式 也 成 立 。 米尔 吝 说 道 。 






















































































(15 二 5) 三 (75 二 5) (mod12) 





























“ 喝 。15-5=3，75-5==15，3 跟 15 同 余 。 喷 ? 不 过 像 这 样 在 两 


YN 


边 同时 除 以 3， 同 余 式 就 不 成 立 了 呢 ……” 























(15=3) 关 (75=3) (mod12) 


因为 15 二 3=5，75 二 3 二 25。5 点 和 25 点 …… 也 就 是 说 ， 时 针 指 向 的 
是 5 点 和 读 晨 1 点 。 

我 忧 然 大 情 。 原 来 在 同 余 式 两 边 同 时 除 以 某 个 数 , 同 余 式 有 可 能 成 立 ， 
也 有 可 能 不 成 立 啊 。 













































































15=75 (mod 12) 15 和 75 同 余 
(15=5)=(75+5) (mod12) 边 同时 除 以 5， 仍 然 同 余 
































(15 二 3) 半 (75 3) (mod 12) 边 同 时 除 以 3， 同 余 不 成 立 








这 样 一 来 ， 下 一 个 问题 是 …… 
就 如 回应 我 一 般 ， 米 尔 嘉 说 道 : 
“这 样 下 一 个 问题 自然 就 来 了 。” 
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问题 7-1 ( 同 余 式 和 除法 运算 ) 
假设 a,b,C,m 为 整数 ，m 了 0。 
当 C 具有 何 种 性 质 时 ， 以 下 关系 成 立 ? 






































axC=bxO (mod m) 
几 则 


a=b (mod m) 





[9 














这 个 条 件 就 是 说 ， 两 边 可 以 同时 除 以 C 对 吧 。” 
“对 。” 米 尔 嘉 简短 地 回答 道 。 
我 跟 泰 打 拉 都 迅速 闭 上 跨 ， 开 始 进 入 思考 模式 。 





















































































































































































































































我 从 mod 的 定义 出 发 ， 开 始 变形 数学 公式 ， 往 泰 条 拉 那 里 眶 了 一 眼 ， 
发 现 她 也 开始 在 笔记 本 上 写 写 画 画 了 …… 但 不 久 , 她 就 一 脸 抱 菊地 对 我 说 : 

“对 不 起 ， 学 长 …… 还 有 米尔 嘉 学 姐 。 很 抱 痰 打扰 你 们 了 ， 不 过 能 给 
我 点 提示 吗 ? 就算 想 琢磨 也 完全 没有 头绪 啊 ……” 

“思考 问题 的 第 一 步 是 ? ”米尔 需 问 道 。 



























































“举例 子 。' 示 例 是 理解 的 试金石 '。” 泰 打 拉 管道 ,“ 我 又 确认 了 一 遍 
刚才 3 三 15 和 15 三 75 的 例子 。” 












































“ 泰 末 拉 你 想 从 除法 运算 的 角度 想 吧 ?” 

“ 训 ? 啊 ， 是 ， 没 错 。 从 可 以 进行 除法 运算 的 条 件 ……” 

“ 泰 条 拉 你 啊 …… 别 :观察 乘法 运算 。 观 察 乘法 运算 不 
是 没 用 的 , 它 能 帮 你 更 好 地 理解 除法 运算 。 现 在 我 们 给 集合 {0, 1, 2,……, 11} 
起 个 名 字 ， 叫 作 乙 /12Z。 
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Z/12Z = {0,1,2,...,11} 
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然后 在 集合 Z/12Z 里 定义 运算 四， 我们 把 运算 加 定义 为 “两 个 数 相 乘 除 
以 12 求 余数 '。 当 然 集合 Z/12Z 关 于 运算 罗 是 闭 集 。 因 为 除数 是 12， 所 


以 余数 7 在 0 入 7 < 12 这 个 范围 内 。 







































































a 风 b 二 (axb)mod12 (运算 加 的 定义 ) 





“ 泰 条 拉 ， 我 在 医院 说 群 的 时 候 写 了 一 个 克 的 运算 表 ， 现 在 你 来 写 
吧 的 运算 表 ， 然 后 我 们 针对 你 写 的 运算 表 来 讨论 。” 

“好 ， 好 的 。 请 间 ， 这 个 方 框 里 面 带 个 x 的 符号 是 ……” 

“别管 它 是 友 还 是 。， 是 什么 都 行 。 我 只 是 试 着 选 了 一 个 跟 乘 法 运算 


很 像 的 符号 。 你 算 算 这 两 个 例子 。 米尔 嘉 举 了 两 个 例子 。 





























































































































2 加 3=(2x3) mod 12 根据 四 的 定义 

一 6 mod 12 计算 2x3 

=6 6 除 以 12 余数 得 6 
6 区 8 = (6 x 8) mod 12 根据 加 的 定义 

= 48 mod 12 计算 6x8 

三 48 除 以 12 余数 得 0 




















“我 懂 了 ， 那 我 来 写 运算 表 。” 
老实 的 泰 条 拉 开 始 在 自己 的 笔记 本 上 画 起 运算 表 。 首 先 在 0 的 行 和 
































































































































列 上 写 上 一 大 串 0， 然 后 在 1 的 行 和 列 上 写 上 1,2,3,4,…,11。 然 后 
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of 





办 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
O00 0 0 0 .0 0 00 0@% 0 0 0 
110 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
210 2 4 6 810 0 2 4 6 8 10 
310 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9 
410 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 
510 5 10 3 8 1 611 4 9 2 7 
610 6 0 6 

7|10 7 

810 8 

gl10 9 

10| 0 10 

11| 0 11 
















































































“ 啊 ,， 粮 了 ! 糟 了 糟 了 ， 我 筷 了 今天 得 提早 回 家 ! 抱 烙 学长， 米尔 
嘉 学 姐 。 今 天 我 先 失 陪 了， 我 们 改天 已 研究 数 学 吧 ! ” 
泰 条 拉 抓 起 笔记 本 一 一 上 面 是 写 了 一 半 的 运算 表 ， 离开 了 教室 。 





































































































7.2.7 拐杖 

教室 里 剩 下 我 和 米尔 嘉 。 

少 了 活力 四 射 的 泰 条 拉 ， 教 室 一 下 子安 静 了 许多 。 

我 看 着 米尔 亮 脚 上 的 绷带 ， 她 是 不 是 还 在 疼 呢 ? 

“米尔 嘉 ， 扩 拐 很 费劲 吧 ?” 

“也 不 是 我 愿意 的 。 
米尔 嘉平 时 总 是 挺 直 腰 板 ， 雷 厉 风 行 地 走路 ， 持 拐 对 她 来 说 应 该 很 
北 屈 吧 。 
“不 过 ， 你 就 快 能 扔 掉 拐 杖 了 吧 。” 
“我 已 经 能 撤 掉 拐杖 走 了 ,今天 我 只 是 想 确 认 一 下 能 不 能 行 。” 
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确认 ? 算 了 ， 不 管 怎 么 说 ， 没 出 什么 大 事 真是 太 好 了 。 
“今天 你 这 就 回去 了 吗 ? ”我 问 她 。 

可 。 回 去 之 前 我 想 先 去 趟 厕所 。 
米尔 嘉 突 然 对 我 伸 出 手 。 
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来 是 让 我 借 她 肩膀 。 

我 左手 拿 着 拐杖 ， 右 手臂 绕 过 米尔 嘉 的 后 背 撑 着 她 ， 就 像 怀 抱 一 般 。 
掌握 平衡 啊 ， 而 且 碰 女孩 子 这 件 事 本 身 就 让 我 紧张 得 不 行 。 

她 左手 臂 绕 过 我 的 脖子 ， 绷 带 粗 糙 的 触感 和 药品 的 气味 。 我 们 一 直 

室 ， 步 入 走廊 。 然 后 .……: 

“左边 。” 米尔 嘉 说 道 。 

这 边 吗 ? 不 过 ， 能 不 能 不 要 在 我 耳 边 小 声 说 话 啊 。 

我 们 调整 着 步伐 ， 注 意 着 脚下 。 

“我 走 太 快 了 ?” 

米尔 嘉 的 重量 应 该 都 压 在 我 身上 ， 我 却 几 乎 感觉 不 到 她 的 重量 。 能 

感觉 到 的 ， 只 有 柔软 又 丰满 的 …… 心 跳 不 停 ， 脸 如 火烧 ,柑橘 系 的 香味 

我 的 心 搅 得 一 团 乱 。 

走廊 里 没有 人 ， 茵 红色 的 夕阳 从 窗口 斜 斜 地 酒 进来 。 

“到 这 里 就 行 。 我 们 到 了 而 所 跟前 。 

' 那 我 在 这 儿 等 你 。 我 把 拐杖 递 给 她 。 

“两 人 三 足 ， 果 然 有 意思 啊 。 

米尔 嘉 丢 下 这 句 话 就 进 了 厕所 。 
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我 靠 在 走廊 的 墙壁 上 ， 大 大 地 出 了 一 口气 。 

透 过 窗户 ， 可 以 看 到 美丽 的 晚霞 散布 在 天 际 。 

回去 路 上 也 要 一 直 借 她 肩膀 吗 。 女 孩子 ， 怎 么 说 呢 ， 真 是 非常 的 …… 
我 啊 ， 难 不 成 净 是 被 米尔 霹 牵 着 星子 走 吗 ? 算 了 ， 无 所 谓 了 。 

























































































































































































“两 人 三 足 ， 果 然 有 意思 啊 。 




















果然 ? 








7.3 ”除法 的 本 质 


7.3.1 喝 着 可 可 
夜晚 ， 我 的 房间 。 
“学 这 么 晚 辛 苦 了 。” 我 妈 放 下 了 一 杯 可 可 。 
已 经 这 么 晚 了 吗 …… 我 看 着 马克 杯 , 懂 愧 地 想 着 。 说 过 了 喝 咖 啡 就 行 ， 
她 却 总 拿 来 可 可 ， 能 不 能 别 总 是 把 我 当 小 孩子 看 啊 。 

我 省 和 我 妈 结 婚 后 有 了 我 , 一 家 人 。 米 尔 嘉 也 有 家 人 , 泰 打 拉 也 有 家 人 。 
我 们 才 十 来 岁 ， 但 我 们 也 背负 着 许多 东西 ， 某 些 我 们 要 背负 的 东西 。 




























































































































































































“不 过 ， 哥 哥 他 在 我 小 学 三 年 级 的 时 候 就 …… 死 了 。 














“所 以 ， 所 以 …… 请 你 不 要 回头 。” 



























































我 后 背 上 能 感觉 到 泰 条 拉 的 双手 在 不 停 颤 拌 。 我 的 心 也 志 趟 不 定 。 


唉 。 
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我 翻 开 笔记 本 。 

数学 i 

数学 的 存在 很 有 分 量 一 一 我 一 直 这 么 想 。 或 许 完 成 后 的 数学 确实 是 
这 样 ， 但 完成 之 前 的 数学 肯定 有 所 不 同 。 

写 数 学 公式 ， 就 会 留 下 数学 公式 。 半 途 而 废 ， 就 只 会 留 下 写 到 一 半 
的 数学 公式 。 这 是 理所当然 的 。 

然而 ， 教 科 书 上 没有 写 到 一 半 的 数学 公式 。 在 建筑 工地 上 已 经 搭 好 
了 脚手架 。 所 以 一 说 到 数学 ， 我 们 脑海 中 总 会 浮现 出 整 然 有 序 的 、 已 经 
完成 的 画面 。 但 实际 上 ， 那 些 创造 出 最 尖端 数学 的 地 方 ， 不 都 是 跟 施 工 
现场 一 样 乱七八糟 的 吗 ? 

毕竟 发 现 数学 、 创 造 数学 的 是 人 类 , 怀 着 残缺 、 震 颤 、 志 还 之 心 的 人 类 。 
是 懂 慢 美丽 的 结构 ， 倾 募 永 恒 ， 想 方 设 法 捕捉 无 限 的 人 类 ， 培 育 出 了 今 
日 的 数学 。 

不 是 纯粹 地 获取 ， 而 是 由 自己 创造 出 来 的 ;从 搜集 不 起 眼 的 水 晶 碎 
片 开始 ， 直 至 建成 宏伟 的 佛寺 ; 在 一 无 所 有 的 空间 里 放 入 公理 ， 由 公理 
E 导 定理 ， E 理 再 导出 其 他 定理 ; 由 一 颗 小 小 的 种 子 开 始 ， 构 建 整个 
宇宙 。 这 就 是 数学 。 

米尔 亮 优雅 的 解答 ， 泰 琳 拉 付出 的 努力 ， 尤 里 对 于 条 件 的 关注 …… 
我 能 改变 对 数学 的 固有 印象 ， 也 是 受 了 她 们 的 巨大 影响 啊 。 

我 喝 着 热乎 平 的 可 可 ， 漫 无 边际 地 想 着 。 
7.3.2 运算 表 的 研究 

8 么 ， 该 研究 数学 了 。 

区 洒 拉 把 四 的 运算 表 写 到 一 半 ， 那 我 也 来 写 写 看 吧 。 





























aKb= (axb)mod12 











194 第 7 章 以 发 型 为 模 














只 是 做 个 乘法 运算 ， 写 


时 除 以 12 的 余数 而 已 ， 费 不 了 什么 工夫 。 








人 














因 | 0 1 了 23 入 5 6 了 9 0 型 
0|00000000 0 0 0 0 
1|10 1 2 3 do. 0 9 0 1 
人 | 2 6 8'10 0 进 .6 8 10 
0 30690009 0 3 6 9 
4|10 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 
5|0 5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 
6|10 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 
Ti 7 和 9 下 1 6 .1 8 3:.10 5 
8|10 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4 
9|10 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3 
10|10 10 8 6 4 2 010 8 6 4 2 
E01 10 ‘9 8 ff 者 述 .8 2 1 
不 过 ， 米 尔 嘉 为 什么 让 泰 打 拉 写 这 个 运算 表 呢 ? 一切 得 从 在 同 









































的 两 边 同 时 除 以 C 这 里 说 起 。 





问题 7-1 ( 同 余 式 和 除法 运算 ) 
假设 a,b,C,m 为 整数 ，m 关 0。 
当 C 具有 何 种 性 质 时 ， 以 下 关系 成 立 ? 



































axC=b0xC (mod m) 
少 则 


a 三 b (mod m) 


米尔 书 说 了 。 









































“观察 乘法 运算 不 是 没 用 的 ， 它 能 帮 你 更 好 地 理解 除法 运算 。” 






































好 ， 那 我 就 举 m = 12 这 个 例子 ,来 好 好 观察 一 下 这 个 运算 表 。 





> 
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一 行 一 行 地 读 。 
因为 0 乘 以 什么 数字 都 得 0， 所 以 0 这 行 全 部 是 0。 
1 这 行 是 0,1, 2,… ,11， 数 字 依 次 排列 。 这 也 是 理所当然 的 。 
这 行 是 0,2,4,6,8， 直 到 10 数字 是 递增 的 , 但 是 当 a x 5 等 于 12 
的 时 候 又 归 零 了 。 因 为 这 是 以 12 为 模 的 运算 一 一 也 就 是 说 取 除 以 12 的 
余数 ， 所 以 也 是 很 自然 的 。 

3 这 行 也 一 样 。0, 3, 6， 直 到 9， 当 a x b 等 于 12 的 时 候 又 归 零 。 















































































































































咽 ……… 同 余 式 





axC=bxC (mod12) 


























运算 吧 可 以 写成 下 面 这 样 。 























4 囚 CC 一 DC 











因为 多 里 已 经 包含 了 mod 的 计算 ， 所 以 不 写 三 ， 写 成 = 就 可 以 。 
曙 ……. B 么 接 下 来 就 要 思考 罗 的 逆 运 算 了 吗 。 



























































人 不 对 ， 搞 错 了 o 
与 其 综合 考虑 在 集合 Z/12Z = {0,1,2,…,11} 中 久 的 逆 运 算 , 不 


是 应 该 先 考虑 C 的 道 元 吗 ? 假设 C 的 逆 元 为 C',，C" 就 满足 


















































Cmo' = 
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如 果 集合 Z/122Z 内 存在 这 样 的 数字 C'， 就 应 该 能 进行 “除法 i 




















Ut 
Ey 


aa 办 CC 一 DC 

















的 两 边 同 时 乘 以 C'， 就 存在 以 下 等 
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(a 风 O) 罗 C0’'=(b 风 C0) 罗 0" 
































因为 Z/12Z 关 于 区 满足 结合 律 ， 所 以 上 面 的 式 子 可 以 写成 下 








日 这 样 oo 





























am(CRO')=6m(Cmo") 





因为 C 风 C'=1， 所 以 





























a 区 1=b 区 1 
运用 运算 轩 的 定义 ， 可 以 写成 以 下 这 样 。 
(ax1)mod12= (bx1)mod12 
即 


amod12=bmod12 











此 ， 以 下 式 子 成 立 。 











a=b (mod12) 


纪 就 是 说 ， 如 果 对 于 C 存在 逆 元 C"， 那 么 就 可 以 在 同 余 式 的 两 边 同 
时 除 以 C 不 是 吗 ? 

咽 虽 ,总而言之 ， 除 以 C 和 乘 以 它 的 倒数 吉 是 一 回 事 。 这 样 就 不 是 
普通 的 除法 运算 ， 而 是 考虑 到 mod 的 除法 运算 了 。 从 这 个 角度 来 说 ， 把 
C 的 逆 元 写成 C"， 可 能 不 如 象征 性 地 写成 志 或 者 C1! 比较 好 。 
来 找 C 的 道 元 存在 的 条 件 吧 。 从 Z/12Z 里 找 出 满足 C 风 C'=1 的 
数字 就 行 。 怎 么 找 好 呢 …… 啊 ， 这 样 啊 ! 很 简单 ， 用 运算 表 就 行 了 ! 只 要 
找 出 表 中 含有 1 的 行 就 可 以 。 哈 哈 , 所 以 米尔 嘉 才 让 泰 条 拉 写 运算 表 的 啊 …… 
那么 ， 我 们 把 运算 表 中 1 的 地 方面 上 圆圈 。 
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区 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
010 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3110 (2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
210 2 4 6 810 0 2 4 6 8 10 
310 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9 
410 4 8 0 4 8 0 4 8 0 4 8 
35.0 510 3 8@ 611 4 9 2 7 
610 6 0 6 0 6 0 6 0 6 0 6 
”7|0 7 2 9 411 6 (8 3 10 5 
810 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4 
910 9 6 3 0 9 6 3 0 9 6 3 
10|010 8 6 4 2 010 8 6 4 2 
S11|01110 9 8 7 6 5 4 3 2 由 

号 ? 没 想到 这 么 少 。 存 在 逆 元 的 只 有 1, 5, 7, 11 这 四 个 吗 …… 咽 ? 























1,5,7,11? 
1, 5,7, 11 不 是 之 前 在 时 钟 巡回 里 常见 的 “与 12 互 质 的 数字 ” 吗 ? ! 













































































































































































也 就 是 说 ， 和 12 互 质 的 数字 关于 加 存在 逆 元 。 换 名 话说 ， 只 要 是 
跟 模 互 质 的 数字 ， 就 可 以 进行 除法 运算 …… 就 是 这 么 回 事 吧 ? 
说 起 来 ， 米 尔 嘉 在 学 校 出 的 例子 真有 意思 啊 ! 一 一 15 和 75 以 12 为 
模 同 余 。 
15 三 75 (mod 12) 15 和 75 同 余 
(15<5)= 三 (75 二 5) (mod12) 边 同 时 除 以 5， 仍 然 同 余 
(15 二 3) 关 (75 二 3) (mod 12) 边 同 时 除 以 3， 同 余 不 成 立 




















不 出 所 料 。 除 以 跟 12 互 质 的 5， 结 果 仍 然 同 余 。 然 而 除 以 跟 12 不 
互 质 的 3， 同 余 就 不 成 立 了 。 
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7.3.3 证 明 
我 试 着 写 下 刚刚 根据 运算 表 得 到 的 猜想 。 














猜想 : 同 余 式 与 模 互 质 的 数字 可 以 进行 除法 运算 。 也 就 是 说 ， 当 
以 下 式 子 成 立时 ， 





















































axC=bxC (mod m) 





车 C 与 m 互 质 ( 即 C14m)， 则 以 下 式 子 成 立 。 





\ 六 

















好 的 ， 试 着 证 明 这 个 猜想 吧 。 因 为 可 以 写 出 Z/122Z 的 具体 运算 表 ， 
所 以 可 以 检验 。 但 通常 情况 下 ，Z/mZ 包含 m 个 元 素 ， 写 不 出 具体 的 运 
算 表 ， 所 以 必须 严 讶 地 证 明 。 
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axC=bxC (modm) 




















这 个 式 子 可 以 变形 成 以 下 这 种 形式 。 











axC—-bxOC=0 (modm) 





左边 提出 C， 得 到 以 下 式 子 。 





(a—6)xC=0 (modm) 





以 m 为 模 , (a 一 5) x C0 与 0 同 余 , 说明 (a 一 50) x C 是 m 的 倍数 。 也 就 是 说 ， 
存在 某 个 整数 J， 使 得 以 下 等 式 成 立 。 
































(a—-b)xC=Jxm 









































这 样 一 来 ， 所 有 字母 都 是 整数 ， 
我 起 推导 的 是 ， 存 在 某 个 疾 

































































a—b=Kxm 
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两 边 都 变 成 了 积 的 形式 。 
数 扩 ， 使 得 以 下 等 式 成 立 。 


因为 如 果 a 一 b 是 m 的 倍数 ， 则 a 一 b=0 (mod m)， 也 就 意味 着 下 式 是 










































































成 立 的 。 
a=b (modm) 
又 因为 
(a—b)xC=Jxm 
所 以 (a 一 5) x C 是 mw 的 倍数 。 如 果 C 和 m 互 质 ， 则 a 一 b 含 有 m 所 有 的 
质 因数 。 
换言之 , a 一 5 是 m 的 倍数 ， 所 以 可 以 写成 a 一 b= 下 x m 这 种 形 
咽 ， 在 这 里 “ 互 质 指 的 是 没有 共同 的 质 因数 ”又 派 上 用 场 了 。 
解答 7-1 ( 同 余 式 和 除法 运算 ) 


国友 





假设 a,b, 0, m 为 整数 ，m 冯 0。 
C= 
axC=bxC 


几 则 


a 三 b 


(mod m) 


(mod m) 
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7.4 群 . 环 . 域 


7.4.1 既 约 剩余 类 群 
第 二 天 放学 后 ， 我 跟 米尔 嘉 在 教室 里 谈论 昨天 研究 的 成 果 。 
“…… 我 是 这 人 么 解 的 。 总 之 一 句 话 ， 同 余 式 两 边 可 以 同时 除 以 跟 模 互 
质 的 整数 。 我 说 。 
“证 明 出 来 的 吗 ……… ”米尔 嘉 回 答 道 ,“ 这 个 咏 ， 除 了 漏 掉 了 “证 明 
2Z/mmZ 是 否 满足 结合 律 " 和 没 考察 “ 道 ” 以 外 ， 还 是 可 以 的 。” 
“我 感觉 …… Bb 个 ……” 泰 条 拉 支 支吾 看 的 ， 跟 平常 不 大 一 样 ,，“ 怎 
么 说 呢 ， 应 该 说 觉得 有 点 不 甘心 吧 。 我 没 找 到 在 同 余 式 中 进行 除法 运算 
的 条 件 ， 就 是 说 没 能 解决 问题 。 这 本 身 挺 遗憾 的 ， 但 也 不 是 因为 这 个 而 
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泰 末 拉 摆 弄 着 笔记 本 ， 在 脑海 中 找寻 着 恰当 的 词句 。 
“那个 …… 要 是 因为 一 点 都 不 明白 而 没 能 解 开 也 就 算 了 。“ 啊 ,我 是 
因为 不 知道 OO 才 没 能 解 开 问 题 的 啊 ! 一 一 这 样 我 也 能 接受 。 但 是 ; 
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。 群 (运算 、 单 位 元 、 结 合 律 、 逆 元 ) 





























要 是 把 这 些 一 个 个 拿 来 问 我 “这 是 什么 ? "我 肯定 答 得 出 来 。 可 是 ， 
就 算 这 样 , 我 还 是 没 能 解 开 问题 。 关 于 求 能 进行 除法 运算 的 条 件 这 个 问题 ， 
米尔 嘉 学 姐 已 经 给 了 我 提示 ， 让 我 写 乘 法 运算 的 运算 表 了 ， 但 是 我 还 是 
没 能 抓紧 “除法 运算 是 乘法 运算 的 逆 运 算 ” 的 含义 。 我 知道 ， 分 数 的 除法 
































































































































7.4 和 群 : 环 : 域 201 








运算 只 需要 写 出 倒数 做 乘法 运算 就 可 以 了 ,但 是 一 窑 扯 到 mod 的 运算 ， 
首 微 换 了 个 形式 ， 我 就 没 狼 了 。 作 为 能 进行 除法 运算 的 条 件 ， 存 在 着 相 























































































































当 于 倒数 的 元 素 一 一 逆 元 。 我 没 想 到 要 去 研究 这 个 条 件 。 明 明 找 一 下 运 
算 表 中 含有 1 的 行 ， 就 能 马上 发 现 道 元 了 …… 要 是 碰 到 1, 5,7, 11， 说 不 
定 我 也 能 发 现 互 质 的 ……: ” 






































泰 条 拉 微 微 低下 头 ， 又 用 力 地 摇 了 摇头 。 
我 们 一 言 不 发 ， 只 是 默默 地 听 着 。 
“为 什么 ? 到 底 为 什么 呢 ? 为 什么 我 没 能 解 开 问题 呢 ? 为 什么 我 没 
注意 到 重点 呢 ? 是 习惯 …… 了 吗 ? 我 一 直 以 为 我 的 特长 就 在 于 ， 不 管 花 
多 少时 间 都 会 努力 攻克 难题 。 这 次 我 也 写 了 运算 表 ， 认 真 地 写 了 ， 但 是 
由 就 这 样 而 已 ， 我 没 能 想到 “要 去 找 1 。 我 还 想 把 数学 读 得 更 透 、 更 透 、 


































































































































































































放 在 笔记 本 上 的 双手 死 死地 紧 握 在 一 起 。 
“ 泰 打 拉 ……” 我 插 了 句 嘴 ， 扫 了 一 眼 米 尔 嘉 。 
























































就 是 解 不 开 。 有 时 
用 一 直 认 为 很 难 的 问题 可 能 无 意 中 就 解 开 了 ， 一 直 认 为 很 简单 的 问题 可 
能 很 奇怪 就 解 不 开 。 你 看 ， 你 不 也 把 我 觉得 很 难 的 “五 个 格 点 ”的 问题 解 
开 了 吗 ? 你 也 很 棒 地 运用 了 钢 笼 原理 呀 。 这 次 的 问题 也 是 这 样 哦 。 你 ] 
问题 理解 得 很 清楚 ， 解 答 也 理解 得 很 到 位 ， 还 很 好 地 整理 了 重点 。 这 些 
都 不 是 白费 的 。 来 来 ， 抬 起 头 来 ， 活 力 少 女 ! 你 平常 可 不 是 这 样 的 哦 ! ” 

泰 条 拉 慢 慢 地 抬 起 头 ， 一 脸 尴 粹 。 

“我 发 了 奇怪 的 牢骚 ， 对 不 起 。” 

她 低下 头 道 歉 。 

我 斜 着 眼看 了 看 米尔 嘉 ， 米 尔 嘉 淡 淡 地 说 道 :“ 要 是 因为 没 能 解 开 问 
题 就 失落 的 话 ， 就 没完 没 了 了 。 而 且 就 算是 解 开 了 问题 的 青 梁 王 子 ， 我 
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巴 运算 表 读 到 了 什么 份 儿 上 。 





也 很 怀疑 ， 他 ] 
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居然 指 癌 了 我 。 



























































“ 认 ? 怎么 回 事 ? ” 没 想 到 矛头 

米尔 嘉 像 画 y 一 样 挥动 着 食指 ， 没 
子 一 一 

“集合 Z/12Z 关于 因 不 构成 群 ， 
你 注意 到 了 吗 ? ” 








“什么 ? 1” 我 吃 了 一 惊 。 











拾 理 


























逆 元 这 个 条 件 


这 样 啊 , 我 求 的 是 在 











。 也 就 是 




















逆 元 的 元 素 和 没 














到 逆 元 的 元 素 "。 也 就 是 说 ， 





个 











这 




















和 的 元 素 都 应 该 有 逆 元 。 这 





















































合 {1,5,7, 11} 构成 群 ， 



























































么 说 来 ， 这 是 








Z 惊 ， 说 明 你 也 没 意 识 到 








说 , 集合 也 /12Z 
合 不 是 群 。 如 果 是 群 ， 
再 当然 不 过 的 。 我 








我 就 继续 往 下 说 道 :“ 举 个 例 
































里 包含 “有 
































居然 到 现 




















































































































对 吧 。” 

“ 啊 !1” 我 又 吃 了 一 惊 。 

跟 12 互 质 的 整数 集合 {1, 5, 7, 11} 构成 群 ? 米尔 嘉 说 出 “构成 群 ”的 一 
瞬间 , 我 就 感觉 到 这 个 集合 被 赋予 了 结构 , 感觉 集合 的 元 素 一 下 子 绷 紧 了 似 的 。 

“的 确 ， 的 确 ， 的 确 能 构成 群 啊 ! ”我 感叹 道 。 

“你 说 了 三 次 “的 确 ” ， 质 数 。” 米尔 嘉 模仿 我 的 口吻 说 道 。 

“是 关于 什么 运算 的 群 呢 ?” 泰 条 拉 问 道 。 

“ 泰 末 拉 …… 问 得 好 。 一 听 到 群 ， 就 自然 而 然 地 要 问 “是 什么 样 的 
合 ?” “是 什么 样 的 运算 ?这 是 掌握 群 的 定义 的 标志 。” 






































来 这 边 。” 米尔 嘉 招手 。 









































7.4 群 . 环 . 域 203 
“来 了 ,哎呀 ! 不 不 不 不 不 用 了 !” 泰 条 拉 红 着 脸 摆 着 两 手 ， 看 来 是 
从 经 验 汲取 教训 了 啊 。 



























































































































































































































































































































































































































































































































































“集合 {1, 5, 7, 11} 关于 运算 加 构成 群 。 也 就 是 说 , 在 求 一 般 的 积 之 后 ， 
再 求 以 12 为 模 的 余 项 。 就 是 这 人 么 个 运算 ， 运 算 表 如 下 。 
办 | 1 5 7 11 
1| 1 5 7 11 
5| 5 111 7 
7| 711 1 5 
11|11 7 5 1 
“原来 如 此 ……” 我 在 脑海 中 检验 了 一 遍 群 的 公理 。 集 合 {1, 5, 7, 11} 
关于 凡是 闭 集 ， 单位 元 不 用 说 ， 是 1。 各 个 元 素 都 有 逆 元 ( 逆 元 就 是 元 
素 本 身 )， 结 合 律 也 OK ， 确 实 构成 群 …… 
集合 Z/122 的 元 素 中 ， 存 在 有 逆 元 的 和 没有 逆 元 的 元 素 。 也 有 像 
{1,5,7, 11} 这 样 ， 只 抽出 有 逆 元 的 元 素来 形成 子 集 ， 从 而 构成 群 的 啊 。 
真是 相当 有 意思 。 
这 个 群 称 为 既 约 剩余 类 群 。 对 于 集合 Z/122 的 既 约 剩余 类 群 ， 数 
学 公式 就 写作 (Z/122Z)”。” 
“米尔 亮 学 姐 ! 这 个 群 是 阿 贝尔 群 对 吧 ! ” 
“为 什么 这 么 想 ?” 
“因为 这 个 运算 表 关 于 对 角 线 轴 对 称 ， 就 是 说 满足 交换 律 啊 ! ” 
“ 没 错 。 徐 条 拉 ， 你 这 不 是 好 好 看 了 运算 表 吗 。” 
米尔 嘉 的 这 句 话 让 泰 打 拉 一 脸 高 兴 地 微微 笑 
7.4.2 由 群 到 环 
接 下 来 ， 我 们 来 说 环 。 
对 群 而 言 ， 集 合 中 只 能 定义 一 种 运算 。 
对 环 而 言 ， 可 以 在 集合 中 定义 两 种 运算 。 跟 群 一 样 ， 这 个 运算 是 什 
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么 都 没关系 。 有 关系 的 只 有 一 个 条 件 ， 运 算是 否 满足 “ 环 的 公理 
下 面 用 十 和 x 来 表示 两 种 运算 的 符号 。 因 为 这 
我 们 已 经 看 习惯 了 。 然 后 我 们 将 这 两 种 运算 称 为 加 法 运 
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我 们 














章 ”以 发 型 为 模 







































































































































































































































































































































































i 市 » 
算 及 乘法 运算 ， 










































































也 有 直接 称 为 加 法 和 乘法 的 情况 。 

在 这 里 别 筷 了 ， 这 两 种 运算 表示 的 不 仅仅 是 一 般 意 义 上 的 加 法 运算 
和 乘法 运算 。 不 管 任何 时 候 , 只 要 有 需要 , 都 应 该 回头 确认 一 下 环 的 公理 ， 
这 是 非常 重要 的 。 

在 这 里 ， 就 出 现 了 泰 杀 拉 说 的 “不 拘 小 节 地 同等 看 待 " 。 这 里 说 的 加 
法 运算 不 一 定 是 我 们 平常 说 的 加 法 运算 ,我 们 只 是 把 某 个 运算 称 为 加 法 
运算 ,使 用 符号 十 来 表示 ， 同 理 ， 这 里 的 乘法 运算 也 不 一 定 是 我 们 平 稼 

























































































单位 元 称 为 1。 




















9 乘法 运算 ， 只 是 把 某 个 运 偶 
上 









































更 进一步 ， 把 这 个 


称 为 乘法 运 运算 ， 使 












































1 法 运算 ”的 单位 元 称 为 0， 





























符号 x 外 去 不 。 
“乘法 运算 ”的 

















0 不 是 我 们 平常 数字 概念 

















同 理 ，1 也 不 是 我 们 平常 数字 








这 就 好 比 数学 中 的 “比喻 ” 



































念 中 的 1， 











。 明 白 了 吧 。 


讲述 环 的 公理 之 前 ， 我 先 介 绍 一 下 
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。 环 的 世界 的 分 配 律 基 本 上 也 是 同 检 
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LE 的 问题 。 


律 是 连接 两 种 运算 的 法 



































Cm 


#”。 我 们 知 























1 的 0， 只 是 把 它 称 为 0 而 已 ， 
只 是 称 为 1 而 已 





道 数字 世界 























运算 ， 所 以 涉及 群 




















环 ' 。 根 据 数学 书 的 不 同 ， 环 的 用 语 也 多 少 会 有 


环 的 定义 ( 环 的 公理 ) 























我 们 将 满足 以 下 公理 的 集合 称 为 环 。 





。 关 于 运算 十 (加 法 ) 一 一 
o 闭 集 
o 存在 单位 元 ( 称 为 0 ) 
o 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
o 所 有 元 素 都 满足 交换 律 
o 所 有 元 素 都 存在 与 其 对 应 的 逆 元 

。 关 于 运算 x (乘法 ) 一 一 
o 闭 集 
o 存在 单位 元 ( 称 为 1 ) 
o 所 有 元 素 都 满足 结合 律 
o 所 有 元 素 都 满足 交换 律 

。 关于 运算 十 和 x 一 一 
o 所 有 元 素 都 满足 分 配 律 












































































































































这 里 叙述 的 环 的 定义 ， 严 旋 地 说 ， 是 被 称 为 
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‘存在 乘法 单位 元 的 交 




















些 变动 。 不 过 一 般 每 























都 会 写 出 定义 ， 所 以 没什么 大 得 。 


























Bb 么 ， 我 来 出 个 环 的 题 。 


© © © 





“我 来 出 个 环 的 题 。” 米尔 嘉 对 泰 杀 拉 说 。 








“ 环 是 关于 加 法 的 阿 贝尔 群 吗 ?” 


小 
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“ 译 ? 什么 意思 啊 ?” 

“不 明白 是 吗 ? 环 包含 两 种 运算 , 我 们 分 别称 这 两 种 运算 为 加 法 和 乘法 。 
我 们 在 这 里 只 关注 加 法 ,我 问 的 是 ， 环 关于 加 法 运算 能 构成 阿 贝 尔 群 吗 ? 
泰 打 拉 你 该 不 会 不 知道 怎么 判定 是 不 是 阿 贝 尔 群 吧 ? ” 

“ 啊 ! 我 知道 了 。 只 要 比较 公理 就 行 了 。 稍 等 一 下 ， 我 想 想 阿 贝尔 群 
的 公理 。 阿 贝尔 群 指 的 是 在 集合 中 ， 关 于 运算 是 闭 集 …… 还 有 还 有 ， 有 
单位 元 ， 对 于 任何 元 素 都 满足 结合 律 ， 对 于 任何 元 素 都 满足 交换 律 …… 
还 有 ， 对 对 ， 对 于 任何 元 素 都 存在 送 元 。 再 读 一 下 环 的 公理 就 …… 对 对 ， 
的 确 满 足 阿 贝尔 群 的 公理 。 所 以 “ 环 关 于 加 法 构成 阿 贝尔 群 。” 

好 ， 这 次 我 们 抛 开 加 法 ， 只 关注 乘法 。 

“ 环 关 于 乘法 构成 阿 贝 尔 群 吗 ?” 


环 号 









































次 ?“ 








为 环 关 于 加 法 








“ 没 …… 


站 多 克 


成 了 。” 


构成 阿 贝 

















4 公理 


了 没 ?“ 











第 认 环 上 


WE 
没 0o ” 














尔 群 ， 所 以 关于 
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“为 什么 没有 ? ”米尔 嘉 轻 轻 地 敲 了 一 下 桌子 ,“ 眼 前 列 着 命题， 
为 什么 不 读 ? 你 不 是 想 “把 数学 读 得 更 透 、 更 透 、 更 透 吗 ?” 

“对 不 起 , 我 这 就 读 …… 啊 啊 啊 啊 啊 啊 啊 ! 错 了 ! 错 了 ! 我 太 大 意 了 ! 
虽然 定义 有 两 种 运算 ， 但 是 叫 作 “乘法 ”的 运算 却 不 满足 “所 有 元 素 都 
在 与 其 对 应 的 六 元 ” 这 个 公理 1 7” 

没 错 。 环 有 加 法 和 乘法 ， 但 公理 却 不 是 对 称 的 。 乘 法 运算 也 不 一 
逆 元 , 也 就 是 说 , 环 对 于 乘法 运算 本 来 就 不 一 定 是 群 。 因 为 不 一 定 是 群 ， 

当然 也 不 一 定 是 阿 贝尔 群 。 米尔 嘉 说 道 。 


所 L 
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: 环 和 群 | 
| 环 关于 加 法 是 阿 贝尔 群 。 
| 关于 乘法 不 一 定 是 阿 贝尔 群 。 

“为 什么 又 这 么 模 楼 两 可 的 ……” 泰 休 拉 小 声 地 自 言 自 语 道 。 

“什么 模棱两可 了 ?” 

“不 必 非 要 这 样 弄 出 个 不 对 称 的 公理 吧 ……” 

“ 泰 打 拉 ， 你 现在 已 经 知道 了 具有 代表 性 的 环 ， 这 哪 是 模 楼 两 可 的 环 ， 

































































它 可 是 创造 出 了 华美 深奥 的 世界 噢 ! ”米尔 肿 说 着 ， 眼 中 闪 着 兴奋 的 光芒 。 
是 怎么 一 回 事 ?” 泰 打 拉 一 脸 疑 惑 。 
“可 以 进行 加 法 运算 。 因 为 肯定 存在 关于 加 法 的 逆 元 ， 所 以 也 可 以 i 
行 减法 运算 ， 乘 法 运算 也 可 以 。 加 法 运算 和 乘法 运算 都 满足 分 配 律 ， 但 
是 关于 乘法 不 一 定 有 逆 元 ， 所 以 不 一 定 可 以 进行 除法 运算 。 这 样 的 集合 
你 应 该 很 熟悉 。 我 就 是 想 说 这 些 。” 


“ 读 ? 不 能 进行 除法 运算 的 集合 ?a 的 倒数 不 能 变 成 去 的 意思 吗 ? 我 



















































































































































































































































































































































































“ 喔 …… 还 不 太 明 白 吗 ? 倒是 可 以 变 出 增 ， 但 是 去 要 是 飞 出 集合 范 讲 
外 就 不 行 了 。 大 前 提 是 ， 对 于 我 们 关注 的 集合 来 说 ， 运 算 为 闭 集 。 集 合 
没有 相当 于 过 的 元 素 …… 你 说 ， 这 是 什么 样 的 集合 ?” 
“ 咖 …… 抱 娄 ， 我 不 知道 。 
























































“是 整数 集合 。 全 体 整数 集合 Z 关于 加 法 运算 + 和 乘法 运算 x 构成 环 。 
然而 ，Z 中 不 一 定 包含 1 (满足 整数 a 关 0， 且 为 乘法 运算 的 逆 元 )。 只 
有 当 a = 士 1 的 时 候 ， 逆 元 € Z。 虽 说 不 能 进行 除法 运算 ， 全 体 整 数 集 
合 也 并 不 是 “ 模 楼 两 可 ' 的 。 即 便 没有 除法 运算 ， 整 数 的 世界 也 是 丰富 多 


WH 99 
彩 的 。 
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我 听 着 米尔 嘉和 泰 打 拉 的 谈话 ， 忽 然 意 识 到 了 什么 。 

“米尔 嘉 ， 难 不 成 环 是 集合 Z 的 抽象 化 表现 ? ” 

“这 个 嘛 , 你 这 么 想 也 没什么 错 。 集 合 Z 关于 加 法 + 和 乘法 x 构成 环 。 
我 们 把 这 个 环 称 为 整数 环 。 另 外 ， 用 mod m 考虑 加 法 + 和 乘法 x 的 话 ， 
合 纪 /m2Z = {0,1,2,…,m 一 1} 也 构成 环 。 我 们 把 这 个 环 称 为 剩余 类 环 。 
因为 都 叫 作 环 ， 所 以 可 以 把 Z 和 Z/mz2 同等 看 待 。” 

“为 什么 要 叫 作 环 呢 ?” 

“为 什么 叫 “ 环 `， 我 也 不 知道 。 说 不 定 是 从 剩余 类 环 了 /mmZ 的 
乡 象 来 的 。” 中 
“用 英语 要 怎么 说 呢 ?” 
“ring。 ”米尔 嘉 突然 加 快 了 语 速 , “整数 环 忆 和 剩余 类 环 Z]/mZ 都 
满足 “ 环 的 公理 '。 但 是 ， 这 两 种 环 大 不 相同 。Z 就 像 是 数 轴 上 排列 的 点 ， 
Z/mz2 的 点 则 分 布 在 圆 环 上 ， 就 像 是 时 钟 的 表盘 ; Z 是 无 限 集合 ,2Z /m2Z 
是 有 限 集合 ; 也 具有 无 限 性 ，Z/mZ 具有 周期 性 。 两 者 虽然 大 相 径 庭 ， 
却 都 满足 环 的 公理 。 也 就 是 说 ， 只 要 存在 从 环 的 公理 中 推导 出 的 定理 ， 
这 个 定理 一 定 适 用 于 忆 ， 也 同样 适用 于 2/mZ。 因 为 它们 都 是 “ 环 " 。 这 
就 是 抽象 代数 1 ” 

这 样 啊 …… 我 在 思考 某 个 集合 ， 定 义 运 算 的 时 候 ， 只 要 这 个 集合 满 
足 环 的 公理 ， 就 能 把 已 经 经 过 数学 家 们 证 明 的 环 的 定理 拿 来 用 啊 ……: 

我 一 瞬间 看 到 了 许多 命题 ， 它 们 如 森林 般 ， 1 座 般 不 断 扩张 ， 创 
造 了 一 个 巨大 的 体系 。 我 不 知道 关于 环 的 定理 ， 但 ; 于 环 的 公理 的 
诸多 关于 环 的 定理 ， 一 定 是 数学 家 们 长 年 累 月 筑 造 而 成 的 。 我 深信 一 一 
是 数学 家 们 造就 了 如 此 雄伟 的 建筑 物 。 
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中 希 尔 伯 特 在 表述 “ 环 ” 这 个 概念 时 ， 首 次 用 到 了 “Zahlring” (数字 的 环 ) 这 个 说 法 。 




















下 
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7.4.3 由 环 到 域 

“因为 环 的 公理 里 没有 写 明 ， 所 以 环 里 不 一 定 存在 关于 乘法 的 送 元 ， 

纪 就 是 说 环 里 不 一 定 能 进行 除法 运算 。 接 下 来 ， 我 们 思考 一 下 除法 。 假 

设 存在 某 个 环 ， 这 个 环 里 除 0 以 外 的 所 有 元 素 都 能 进行 除法 运算 ， 我 们 

把 这 个 环 称 为 域 。 
英语 叫 作 field。 我 也 不 知道 为 什么 起 这 个 名 字 。” 也 
泰 有 沙拉 点 头 ， 米 尔 嘉 突然 压低 了 嗓门 。 


“对 群 而 言 ， 集 合 中 只 能 定义 一 种 运算 。 对 环 而 言 ， 集 合 中 能 定义 两 















































































































































































































































































































































能 定义 三 种 运算 吧 ! ” 
“不 对 。 
人 下? 99 














“并 不 是 逐步 增加 运算 的 数量 ， 比 如 说 ， 存 在 “加 法 ”和 “关于 加 法 
的 逆 元 ” 就 能 进行 “减法 ”的 运算 , 同 理 , 存在 “乘法 ”和 “关于 乘法 的 逆 元 
就 能 进行 “除法 ”的 运算 。 “关于 乘法 是 否 存在 逆 元 ”是 环 和 域 唯 一 的 区 别 。 
关于 乘法 …… 对 环 而 言 , 可 以 包含 不 存在 对 应 的 逆 元 的 元 素 , 但 对 域 而 言 ， 
除 0 以 外 的 所 有 元 素 都 必须 存在 与 其 对 应 的 逆 元 。 

“0 以 外 的 …… 还 带 着 这 个 条 件 啊 。” 

“ 没 错 ，0 的 道 元 可 以 不 存在 ,这 就 相当 于 蚀 去 了 “除数 为 0' 这 个 


条 件 。” 







































































































































































































































































GD 尤 利 乌 斯 ， 威廉 ' 理 查 德 . 戴 德 金 在 表述 “ 域 ” 这 个 概念 时 ， 首 次 用 到 了 “Ké6rper” 
( 域 ) 这 个 说 法 。 
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以 发 型 为 模 





域 的 定义 ( 域 的 公理 ) 

















我 们 将 满足 以 下 公理 











。 关 于 运算 十 (加 法 ) 一 一 


全 在 单位 元 ( 称 为 0 ) 
所 有 元 素 都 满足 结合 
有 元 素 都 江 























足 交 换 得 


律 























元 素 都 存在 











二 A 


称 为 1) 
本 局 疆 


二 一 口 





单位 元 
所 有 元 素 都 油 
有 元 素 都 江 
































足 交 换 得 


对 应 的 逆 元 
于 运算 x (乘法 ) 一 一 


介 


二 





























除 0 以 外 的 所 
于 运算 十 和 
所 有 元 素 都 满足 


元 又 






































都 存在 




















与 环 的 区 别 在 于 ， 关 于 


法 是 否 存 在 逆 元 ) 





对 应 的 逆 元 





















































































































































来 ,我们 照 老 样 子 ， 来 举 个 域 的 例子 。 因 为 “示例 是 理解 的 试金石 ， 
嘛 。” 

米尔 嘉 摊 开 两 手 催 着 泰 呆 拉 。 

“我 想 想 ……: 3 

泰 采 拉 嘴 里 念 吸着 ， 在 笔记 本 上 写 着 什么 。 过 了 一 会 儿 ， 她 啊 地 举 
起 了 手 。 

“我 想到 了 …… 比 如 说 ， 分 数 生 的 集合 是 “ 域 ' 吗 ?” 
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“a 和 "是 什么 ? ”米尔 喜 马 上 反问 道 。 
“a 和 是 整数 。 所 以 我 指 的 是 全 体 宫 的 集合 。 我 认为 这 个 集合 是 域 。” 
“对 她 的 回答 ， 你 怎么 看 ? ”米尔 亮 问 我 。 
“有 两 处 不 足 。” 我 符 道 ,“ 一 人 处 是 ， 她 似乎 忘记 了 分 母 可 能 为 0。 条 
牛 必须 是 zisx。 然 后 还 有 一 处 不 足 就 是 ， 这 个 集合 已 经 有 名 字 了 ， 它 
是 全 体 有 理 数 的 集合 Q。” 
“ 啊 ! 是 这 样 呢 。 全 体 有 理 数 的 集合 是 “ 域 " 吧 ?” 

“ 没 错 。 叫 作 有 理 数 域 。 说 起 来 ， 在 之 前 证 明基 本 勾 股 数 的 无 限 性 的 
时 候 ， 我 们 也 利用 了 全 体 有 理 数 的 集合 是 域 这 个 条 件 呢 。 

“ 呵 ， 对 呵 。 是 用 直线 切断 单位 圆 的 那个 证 明 吧 。 我 点 头 。 

“在 整数 环 也 中 加 入 一 般 的 除法 就 是 有 理 数 域 Q。 米尔 癌 继 续 讲 道 ， 
“那么 ， 要 是 想 在 剩余 类 环 Z/m2Z 中 加 入 一 般 的 除法 ， 该 怎么 办 呢 ? 这 


就 出 现 了 下 一 个 问题 。 








































































































一 、 
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问题 7-2 (将 剩余 类 环 变 成 域 ) 
剩余 类 环 





VV 














是 域 ， 写 出 模 m 满足 的 条 件 。 








5 








“能 给 我 点 时 间 吗 ? 我 还 没完 全 掌握 环 和 域 的 定义 ……” 
我 也 在 想 。 已 经 给 出 很 多 提示 了 ， 大 概 能 猜 到 是 怎么 回 事 了 。 我 在 
笔记 本 上 写 了 几 个 剩余 类 环 的 运算 表 ， 开 始 思索 。 


成 ， 是 这 个 条 件 吗 ?” 







































































| 下 
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泰 洲 拉 旦 畏缩 缩 地 开口 。 


“ 咖 ? 什么 条 件 ? ”米尔 嘉 问 道 。 
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“ 模 mm 的 条 件 吧 ， 这 个 ， 对 于 任意 整数 …… 不 对 ， 只 对 于 集合 的 元 
素 就 好 ， 啊 ! 还 要 除去 0……… 虽 ， 所 以 mm 一 1 个 整数 里 1,2……,m 一 1 
1 的 每 个 数字 只 要 与 模 m 互 质 ，Z /m2 就 能 变 成 域 …… 我 认为 。 

屋 i 和 

“因为 那个 ， 在 同 余 式 里 考虑 除法 运算 的 条 件 的 时 候 ， 能 进行 除法 运 















































5 模 互 质 的 数字 。 所 以 ，3 


“ 泰 末 拉 ， 这 个 事 儿 1 






















































































































































































(好 温暖 ) 

米尔 嘉 就 这 人 么 揪 着 我 的 嘴 ， 像 唱歌 一 样 世 

“ 泰 打 拉 ， 泰 条 拉 ， 襄 欢 词 语 的 泰 条 拉 ， 

“整数 1,2,…,m 一 1， 与 模 m， 互 质 。? 
你 的 心 ， 没有 因 这 个 想法 雀跃 吗 ? ” 

“ 府 ? 这 ， 这 个 ee 于 和 m 互 质 
Wy 

就 在 这 时 ， 和 泰 条 拉 突 然 不 说 话 了 。 

过 了 三 和 

她 慢 慢 瞪 大 了 了 眼睛 。 

慢 慢 张 开 了 嘴 。 

手 慢 慢 揪 住 了 嘴 。 
“这 是 …… 质数 ?1” 
“ 没 eo” 米尔 亮点 头 









































，2 和 m 互 质 


























了 吧 ? 








，3 和 m 互 质 ，4 和 


“前 
剩余 类 
“前 
以 外 的 所 
余 类 环 Z/mZ 为 





泰 


Cn 
~ 





的 公理 和 域 的 公理 
的 时 候 ， 元 素 的 
可 思议 ! 

米尔 嘉 终了 


“假设 p 为 质数 ， 将 剩余 


R= 
县 | 








域 F,。 
































解答 7-2 








是 说 ，m 是 质数 对 吧 。 嗯 ,这 个 
环 也 /mmZ 是 域 !” 
tL 是 这 样 。m 是 质数 的 时 候 ， 关 
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也 就 是 说 ，n 是 质数 的 时 候 ， 














元 到 











于 乘法 ,剩余 类 环 Z/m2Z 除了 0 











者 在 














什么 ,为 什么 我 会 这 么 感动 

















或 的 时 候 ，m 是 质数 。 
EE 湿润 


永 是 域 。 也 可 以 反 过 来 说 ， 剩 


然 也 有 m = 1 这 种 特殊 情况 。” 
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是 | 


如 果 把 像 
构造 出 的 有 限 域 





Ph 一 相 









































突然 在 这 种 地 方 出 现 了 质数 ! 环 
过 质数 。 然 而 由 剩余 类 环 创 造 






































个 数 是 质数 这 个 条 们 





F 在 这 里 居然 会 起 到 作 















































aE 
= | 



































旋转 上 
gp 也 可 以 有 






































后 是 群 . 环 ' 域 
米尔 进 一 脸 











(将 剩余 类 环 变 成 域 ) 
模 m 是 质数 时 ， 番 务 












































Le 
A 




















j ， 具 是 个 











环 Z/pZ 看 作 是 域 ， 这 时 可 将 其 称 为 有 限 





























余 类 环 看 作 整 数 的 微缩 模型 ， 那 么 用 质数 p 
有 有理 数 的 微缩 模型 吧 。 从 时 钟 到 mod， 然 
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以 发 型 





4 为 模 


7.5 ”以 发 型 为 模 

























































































































































































































































































































































































“我 们 说 着 说 着 就 说 了 这 么 多 。” 

周末 ， 我 在 自己 家 里 把 余 项 、 同 余 、 还 有 群 、 环 、 域 讲 给 尤 里 听 。 

“总 觉得 好 神奇 啊 ……” 尤 里 大 大 地 叹 了 一 口气 ,“ 哥 哥 你 们 经 常 三 
个 人 待 在 图 书 室 吧 ， 能 跟 米尔 嘉和 泰 打 拉 一 起 讨论 这 些 ， 人 家 好 羔 菜 啊 ， 
讨厌 Be eis 

“你 能 理解 我 说 的 同 余 ?” 

“ 嗯 ， 哥哥 你 讲 得 很 容易 理解 啊 。 总 之 就 是 用 余数 能 进行 加 法 和 减法 
运算 对 吧 ， 还 包括 乘法 运算 。 只 要 满足 互 质 这 个 条 件 ， 还 能 做 除法 运算 。 
同等 看 待 那 一 块 儿 也 很 有 意思 。 无 视差 异同 等 看 待 …… 然 后 直到 有 限 域 
F;, 那里 。 我 说 哥哥 ! 之 前 你 说 过 的 那个 “ 折 双 无限， 指 的 不 就 是 同 余 
吗 ……… ”3 

既 可 以 将 无 限时 光 折 三 ， 放 入 信封 。 

也 可 以 将 无 限 宇宙 尽 收 掌心 ， 令 其 高 歌 。 

“确实 ， 使 用 同 余 就 能 把 无 限 的 事物 化 为 有 限 呢 。 我 说 。 

整数 环 忆 和 剩余 类 环 也 /mmZ， 有 理 数 域 Q 和 有 限 域 Fy…… 

“是 吧 ……” 尤 里 说 着 表情 认真 了 起 来 , 摆弄 着 马尾 立 不 知 在 想 些 什么 。 

“ 啊 , 对 了 ， 你 给 我 的 建议 派 上 用 场 了 。” 我 说 。 















































































































































































































































































































































什么 建议 来 看 ?” 






































































































































“很 配 你 哦 " ， 她 





“对 女生 来 说 ,“ 很 配 你 哦 ”这 名 话 是 多 么 的 重要 。” 

“ 译 ?1! 你 真 的 说 了 这 向 话 ? 对 谁 说 的 ?” 

“对 泰 人 条 拉 …… 她 把 头发 前 短 了 。 我 一 对 她 说 完 
上 就 高 兴 得 一 塌 糊 涂 ……” 

“哥哥 ! 这 向 话 怎么 能 随便 
































如 


拿 去 说 啊 ! 唉 ， 我 策 死 了 。 没 想到 你 真 的 
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… 话 说 泰 条 拉 换 了 发 型 吗 ?” 




















:把 最 近 长 长 的 部 分 剪 掉 了 。” 


























泰 洲 拉 就 这 点 “不 同 "?” 

















型 为 入 











过 去 的 泰 淋 拉 和 现在 的 泰 洒 拉 同 余 


五 
E 
3 




















我 有 时 候 在 想 ， 

学 习 和 研究 到 底 有 何不 同 呢 ? 

数学 课 上 ， 只 要 读 读 教科 书 上 写 着 的 内 容 ， 然 后 记 住 公式 ， 
再 用 记 住 的 公式 解 开 问题 ， 对 一 下 答案 就 结束 了 。 

然而 我 认为 ， 研 究 是 去 探求 “未 知 的 答案 ”， 


是 向 答案 逼近 的 一 个 过 程 
因为 不 知道 答案 才 会 有 趣 。 


从 自己 找寻 、 发 现 答案 的 过 程 中 ， 
才能 感受 到 研究 的 魅力 we 
一 一 山本 裕 子 六 
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不 ， 是 用 来 考证 的 。 

以 我 们 的 观点 分 析 ， 这 一 带 的 地 盘 既 厚 又 坚固 ， 
有 很 多 证 据 可 以 证 明 是 大 约 一 百 二 十 万 年 前 形成 的 。 
但 我 们 还 想 从 其 他 角度 来 分 析 ， 

研究 和 探索 这 里 以 前 是 否 究 竟 是 这 样 的 地 层 ? 

是 原来 这 里 只 有 风 和 水 ? 或 者 是 无 边 的 天 空 ? 
宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 





8.1 ” 费 马 大 定理 
































“哥哥 ， 我 问 个 问题 可 以 吗 ?” 尤 里 说 道 。 
“可 以 啊 。” 我 把 目光 从 笔记 本 上 移 开 ， 拾 头 看 向 她 。 

11 月 的 某 个 周 六 下 午 ， 尤 里 义 如 往常 一 样 来 了 我 家 。 我 们 吃 了 手 抓 
肉 饭 以 后 ， 她 就 在 我 的 房间 懒 懒散 散 地 读 着 书 ， 我 则 写 着 有 限 域 Fy 的 运 
算 表 。 
“有 费 马 大 定理 这 么 个 东西 吧 ? 哥哥 。” 
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费 马 大 定理 
nn 之 3 时 ， 以 下 方程 式 不 存 帮 





“为 什么 费 马 大 定理 


“这 个 嘛 





。 问 题 本 身 谁 















































从 






















































































。 费 马 曾 写 道 : 





























*。 即便 如 册 


“除了 专 ， 


别 说 解答 问题 


能 理解 问题 的 含义 ， 





























“都 说 尤 










































































/的 数学 家 以 外 ， 是 没 人 




















些 数学 界 最 尖端 的 问题 的 。 












































车 问题 的 含义 都 没 法 
































工 




















案 ， 不 过 人 家 也 日 















































白 处 留 下 的 笔记 是 种 

















里 不 同 ， 谁 都 













































































“这 不 是 证 











书 拿 给 我 看 。 











不 嘴硬 的 表现 吗 ?” 
“人 们 一 般 都 会 这 么 玉 
“ 喷 ? 哥哥 ， 这 本 






























































H 

















4 数学 家 啊 。 














她 正在 看 的 
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8 是 因为 费 马 并 没有 把 数学 家 作为 职业 。 在 他 生活 的 年 代 ， 专 业 的 
数学 家 很 少 。 费 马 是 一 名 律师 ， 出 于 个 人 兴趣 ， 利 用 闲暇 时 间 研 究 数学 。 
不 过 ， 这 本 书 中 把 研究 出 当时 最 先进 的 数学 的 人 称 为 “业余 人 士 ”， 会 引 
人 误会 的 …… 费 马 在 数学 书 的 空白 处 写 下 了 好 些 问题 ， 没 想到 这 些 问题 
成 了 “超越 时 空 的 题 集 '。 后 世 的 数学 家 们 虽然 渐渐 解 开 了 费 马 遗留 的 问题 ， 
但 还 剩 下 一 个 问题 ， 谁 都 没 能 把 它 解 开 。” 


了 就 是 “ 费 马 大 E 理 ” 吗 ?” 
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因为 留 到 了 最 后 , 所 以 又 叫 最 后 定理 “。 游 戏 关 底 最 后 的 大 广 王 啊 。” 
“ 费 马 于 1637 年 左右 留 下 这 个 问题 ， 而 怀 尔 斯 于 1994 年 才 提交 论 
文 证 明了 它 。 经 过 怀 尔 斯 的 证 明 ， 费 马 大 定理 才 真 正成 为 了 定理 。” 
“成 为 了 定理 是 怎么 回 事 ?” 
“不 能 被 证 明 ， 就 无 法 称 之 为 定理 。 虽然 费 马 主张 ' 当 n>3 时 ， 
z" 十 yr 二 z? 没 有 自然 数 解 "， 但 却 没 留 下 证 明 过 程 。 数 学 领域 的 主张 ， 
也 就 是 我 们 所 说 的 命题 , 未 经 证 明 的 话 只 不 过 是 猜想 而 已 。 在 “ 费 马 大 定理 ， 
得 到 证 明 以 前 ， 应 该 称 它 为 “ 费 马 的 猜想 ' 才 对 。” 
尼 …… 这 样 啊 。 哥 哥 ， 我 还 有 个 问题 。 这 里 列 出 了 费 马 大 定理 的 证 
明 时 间 表 ……” 尤 里 翻 开 书 。 


三 
























































































































































































































































































































































































































































“ 费 马 大 定理 ”的 证 明 时 间 表 






























































1640 年 FLT(4) 由 费 马 证 明 

1753 年 FLT(3) 欧 拉 证 明 

1825 年 FLT(5) 狄 利克 雷 和 勒 让 德 证 明 
1832 年 FLT(14) 狄 利克 雷 证 明 

1839 年 FLT(7) 拉 梅 证 明 









































@ 费 马 大 定理 又 称 为 “ 费 马 最 后 定理 " 。 一 一 译 者 注 
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这 里 写 的 FLT(3) 和 FLT(4) 是 
“FLT 是 Fermat”’s Last Theorem( 费 马 大 定理 ) 的 证 


十 么 ? 97 


































































































































































































































































































费 马 的 方程 式 中 出 现 了 mn 这 个 变量 对 吧 。” 
[79 咽 。” 
“ 费 马 大 定理 指 的 是 ， 在 
n=3,4,5,6,7,... 
中 ， 对 于 任意 n， 都 不 存在 满足 方程 
的 一 组 自然 数 (z,y,z)。 就 是 这 么 个 定理 。” 
“ 咽 ， 然 后 呢 ?” 
“虽然 费 马 大 定 理 涉 及 了 所 有 大 J 人 
独 涉及 n= 3 这 个 情况 的 命题 。 也 就 是 说 ，FLT(3) 所 指 的 
在 满足 方程 zz 十 内 = 的 一 组 自然 数 (zx,y,2z)”。” 
za 十 网 = 好 不 存在 自然 数 解 < FLT(3) 
奏 十 只 = 对 不 存在 自然 数 解 <> FLT(4) 
25 十 中 = 下 不 存在 自然 数 解 “< FLT(5) 
Z5 十 2 = 26 不 存在 自然 数 解 < FLT(6) 
7 十 Y = 2 不 存在 自然 数 解 <> FLT(7) 


























































































































母 略 称 。 











于 3 的 n, 但 FLT(3) 指 的 是 六 


命题 是 


‘不 


“ 哦 ， 我 知道 了 。 号 ? 表 上 人 缺 了 了 FLT(6) 啊 !” 
“万 里 真 棒 ， 没 有 一 下 带 过 ， 而 是 认真 地 确认 了 内 容 呢 。 
“ 吐 呼 …… 都 说 了 人 家 会 害羞 的 !” 
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出 











Oo 
请 
由 
汪汪 
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“证 明 FLT(6) 的 是 欧 拉 啊 。” 
“ 认 ? 但 是 欧 拉 证 明 的 不 是 FLT(3) 吗 ?” 
能 证 明 FLT(3) 也 就 证 明了 FLT(6) 啊 。” 
“ 误 ? 为 什么 啊 ?” 
“ 那 我 们 来 证 明 “如 果 方 程式 za 十 妇 = 如 不 存在 自然 数 解 ， 那 么 
程式 z5 十 多 = z 也 不 存在 自然 数 解 ” 这 个 命题 吧 。” 


“人 家 也 能 明白 这 么 难 的 证 明 吗 ?” 
“能 明白 的 ， 我 们 用 反 证 法 。” 
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我 们 用 反 证 法 。 作 为 前 提 ， 我 们 假设 已 经 证 明了 “方程 式 x 十 多 二 3 
不 存在 自然 数 解 ”。 
我 们 要 证 明 的 命题 是 “方程 式 zx$ 十 y= zi 不 存在 自然 数 解 "。 反 证 


法 的 假设 就 是 否定 这 个 命题 。 



















































































反 证 法 的 假设 :“ 方 程式 x 十 多 = 闪存 在 自然 数 解 。 












































然后 ， 我 们 将 自然 数 解 (z,y, z) 替换 成 (a, b,c)。 昌 然 实 际 上 并 不 存 
在 (a,b,c) 这 三 个 数字 ,但 我 们 要 研究 的 是 ， 如 果 这 三 个 数字 存在 ， 那 
么 我 们 能 推导 出 什么 。 然 后 我 们 就 期 待 找到 矛盾 吧 。 这 就 是 反 证 法 。 
那么 ， 由 (a, b,c) 的 定义 可 知 ， 下 面 等 式 成 立 。 














































































































































































































a6 十 06 一 c 














这 个 等 式 可 以 像 下 面 这 


入 
站 














下 
be 
NN 
O 

















人 平 (5)3 三 (ey) 

















要 说 为 什么 ， 因为 2 = (x?)”。 要 痰 出 6 次 方 ， 就 用 2 次 方 的 3 次 方 就 可 
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以 了 。 这 就 是 指数 运算 法 则 。 接 下 来 我 们 定义 自然 数 4, B,C， 如 下 所 示 。 














(A, B, C0) = (a2, 52 c2) 





这 样 一 来 ……… 
as+b = wbc 的 定义 
(ao + (6) = (0 指数 运算 法 则 
二 下 和 二 全 4, B,C 的 定义 








也 就 是 说 ，(4, B,C) 是 方程 式 2 十 妨 二 2 的 自然 数 解 。 






































推导 出 的 命题 :“ 方 程式 za 十 妇 = 23 存在 自然 数 解 。 

















话说 回来 ， 作 为 我 们 谈论 的 出 发 点 ， 我 们 是 以 FLT(3) 为 前 提 的 。 





前 提 :“ 方 程式 z3 十 = 不 存在 自然 数 解 。 






























































tk 





这 就 矛盾 了 吧 。 因 此 我 们 根据 反 证 法 ， 否 定 了 反 证 法 的 假设 。 这 样 
我 们 就 证 明了 “方程 式 ze 二 多 = 25 不 存在 自然 数 解 ”。 
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“原来 如 此 ， 也 就 是 说 ， 如 果 zs 十 6==z 存 在 自然 数 解 ， 那么 就 能 
这 个 结论 推出 2 十 三 双 的 自然 数 解 哄 ?” 


“ 没 错 


六 ， 刚 才 的 内 容 还 能 推广 到 一 般 的 情况 ,也 就 是 说 ， 想 证 明 当 









































































































































nn 之 5 时 FLT(n) 成 立 的 时 候 ， 没 必要 一 个 个 去 证 明 所 有 的 n。 只 要 证 明 
当 质 数 p==5,7,11,13…… 时 ，FLT(p) 成 立 就 可 以 了 哦 。” 

“ 训 ? 只 要 证 明 质 数 就 行 了 啊 。 呈 ? 要 是 这 样 的 话 狄 利克 雷 为 什么 还 
要 证 明 FLT(14) 呢 ? 因为 14 等 于 7x2， 所 以 14 不 是 质数 啊 …… 先 证 
明 FLT(7) 不 是 更 好 吗 ?” 
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bs 














“ 尤 里 …… 人 确实 可 能 是 这 样 ， 不 过 狄 利 殉 雷 肯定 没 能 证 明 FLT(7) 




























































































“ 啊 , 这 样 啊 。” 尤 里 符 了 答 肩 “话说 回来 , 数学 家 们 还 真能 想 啊 , 哥哥 。 
感觉 这 种 天 衣 无 缝 的 理论 好 和 舒 服 啊 ， 怎 么 说 呢 ， 这 种 没有 退路 的 感觉 …… 
让 人 兴奋 得 闸 拌 ! 就 像 推理 电视 剧 似 的 。 数 学 这 东西 ， 竞 然 能 用 严谨 的 































































































































































































































































































万 里 抬 起 纤细 的 手臂 ， 向 上 伸 了 个 懒 腰 ， 简 直 就 像 只 苗条 的 猫咪 。 
“不 过 啊 ， 万 里。 数学 应 该 不 只 是 这 样 。 在 追寻 到 严谨 的 逻辑 之 前 ， 





























































































































“ 训 ， 是 这 样 啊 。 数 学 家 不 就 是 那 种 绝对 不 会 犯错 的 好 学 生 吗 ?” 
“数学 家 在 思考 的 过 程 中 也 会 犯 很 多 错误 的 。 当 然 ， 最 后 完成 的 论文 







































































“没有 错误 ， 完 美 。 米 尔 圳 大 人 ， 好 公 拜 她 啊 !” 

“这 么 说 来 ， 尤 里 你 在 考试 的 时 候 有 过 计算 错误 吗 ?” 

“计算 错误 基本 没有 ， 不 过 经 常 有 不 能 一 下 子 解 开 问题 的 时 候 。 因 为 
人 家 笨 嘛 。 
“ 才 不 是 呢 ， 尤 里 ”我 说 , “都 说 了 你 不 笨 。 我 …… 不 ,哥哥 我 啊 ， 
知道 万 里 不 笨 ， 所 以 你 不 准 说 这 种 话 。 尤 里 很 聪明 的 哦 。” 









































































































































































































































“万 里 很 聪明 哦 …… 真 的 是 一 只 聪明 的 小 猫 女 哦 。 
“人 家 正 感动 呢 ， 别 逗 人 家 笑 噶 !” 

































































224 第 8 章 无 穷 递 降 法 








8.2” 泰 打 拉 的 三 角形 


8.2.1 图 书 室 
在 这 之 后 的 一 周 ， 周 五 放学 后 。 
我 像 往 稼 一 样 迈 进 图 书 室 ， 这 时 泰 淋 拉 已 经 开始 学 习 了 。 她 一 个 人 
在 笔记 本 上 热衷 地 写 着 什么 。 

“来 得 真 早 啊 。” 
“ 啊 ， 学 长 ! 刚刚 米尔 嘉 学 姐 也 来 了 一 下 ， 不 过 说 是 要 跟 饥 鳃 学 姐 练 
习 ， 就 回去 了 。 
“你 现在 做 的 是 村 木 老师 出 的 问题 ?” 
“ 没 错 。 又 是 三 角形 的 问题 呢 。” 







































































































































































问题 8-1 
存在 三 边缘 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 吗 ? 




















































































































“已 经 想 了 很 入 了 吗 ?” 感觉 能 解 开 吗 ? ”我 问 道 。 
“我 正在 举 实际 例子 来 验证 自己 的 理解 呢 ! 所 以 麻烦 学 长 不 要 说 话 ! ” 
泰 打 拉 把 食指 放 在 嘴唇 上 , 做 了 一 个 “ 咕 ” 的 手势 。 我 不 由 得 心跳 了 一 下 。 
“ 那 ， 我 在 那 边 算 自 己 的 。 等 会 儿 咱们 一 起 回去 。 


“好 。” 泰 条 拉 笑 了 笑 。 




































































































































































































































































我 原本 打算 继续 算 有 限 域 ,， 但 不 由 得 被 刚刚 泰 条 拉 的 问题 牵 住 了 















































































































































“存在 三 边 宵 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 吗 ?” 
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CY 












































角形 …… 也 就 是 说 ， 三 边 边 长 应 该 能 构成 勾 股 数 。 用 变量 
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示 三 边 边 长 ， 再 人 研究 它们 的 条 件 就 能 解 开 了 吧 ? 






























































不 过 还 是 先 举 个 实例 来 验证 自己 的 理解 吧 。 “示例 是 理解 的 试 
金石 ”。 









































假设 三 边 边 长 分 别 为 a, b,c(c 为 斜 边 边 长 ), 研究 一 下 典型 的 勾 股 


数 吧 ! 




















(a; b,c) = (3,4,5) 





















































3 5 
4 
此 时 ， 
3xX4 
3 形 的 积 二 二 5 二 6 























因为 不 存在 平方 后 得 6 的 整数 ， 所 以 6 不 是 平方 数 。 原 来 如 此 ! 






























































































































































8 再 看 看 别 的 例子 吧 。 研 究 一 下 (a, b,c) = (5, 12, 13) 的 情况 。 
形 的 面积 = < =30 





30 也 不 是 平方 数 ， 喔 ? 
我 在 表 上 试 着 总 结 了 几 个 勾 股 数 。 
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(a, b, c) 三 角形 的 面积 。 是 平方 数 吗 ? 
3x4 
(3, 4, 5) 2 =6 x 
5x12 
(5, 12, 13) 2 =30 
7 x 24 
(7, 24, 25) = 84 x 
8x15 
(8, 15, 17) sg =60 过 
9 x 40 
(9, 40, 41) 2 = 180 x 
原来 如 此 …… 的 确 面 积 无 法 构成 平方 数 。 不 过 我 只 研究 了 5 组 ， 还 
























































不 能 断言 “绝对 无 法 构成 平方 数 "。 未 经 证 明 的 话 只 不 过 是 猜想 而 已 。 
好 ， 那 么 来 挑战 一 下 ， 看 能 不 能 证 明 



















































































































































































































































































“不 存在 三 边缘 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 。 

整体 证 明 的 思路 ， 还 是 用 反 证 法 吧 。 假 定 存 在 一 个 面积 为 平方 数 的 
多， 然后 推导 出 矛盾 。 感 觉 这 样 会 更 清楚 一 些 

要 证 明 的 命题 : “不 存在 三 边缘 为 自然 数 , 面积 为 平方 数 的 角形 。” 





















































































































































反 证 法 的 假设 :“ 存 在 三 边缘 为 自然 数 ， 


溢 
CF 


“ 方 数 的 于 
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en 
































接 下 来 ， 把 命题 里 的 重点 用 数学 公式 表达 出 来 。 
首先 是 “直角 三 角形 ”。 假 设 三 边 边 长 为 自然 数 a,5,c, c 为 斜 边 边 长 ， 























































































































a2 十 2 一 c? 


这 个 等 式 可 以 表达 “ 直 
尺 可 能 
互 质 的 数字 。 想 得 到 
a 和 6 的 最 大 公约 数 设 为 9， 就 存在 




















第 形 ” 的 概念 。 




















因为 我 想 以 











a = g4, 


互 质 






































的 话 ， 只 要 























8.2 ” 泰 洲 拉 的 三 角形 


乡 式 逐步 思考 ， 所 以 我 将 a,b 转化 为 
除 以 a 和 5b 的 最 大 公约 数 就 好 。 把 





A 下 











习 然 数 4, 五。 


b= 二 gB,，AlB(A 和 B“ 互 质 ”) 











Ba 








数 了 。 











把 a=gA,b5=gB 





2 pe 
(gA)? +(gB) ”= 
92(42 十 万 2) 一 c2 





为 g 代 表 了 a 和 0b 的 所 在 








共同 的 质 医 















































里 试 








提出 





也 就 是 说 ,所 是 六 的 倍数 。 这 样 


















































勾 股 定理 
代入 a= g4,b= 9gB 





式 。 
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9 







































































至 此 可 以 说 是 一 路 笔 证 








地 踏实 前 行 。 下 镍 


























应 该 走 哪 边 好 
























































数 ， 所 以 A 和 B 已 经 没有 共同 的 质 
也 就 是 说 ，A4A 和 B 互 质 ( 4 1 B)。 
代入 到 色 股 定理 


来 ,c 就 是 g 的 倍数 ， 那 么 就 存 




















在 满足 下 式 的 整数 C。 
cC 一 0C 
好 的 ， 继 续 计算 。 
2 2 号 > 
9 (A+B)=c 刚才 的 等 式 
g (A +B’)= (9g0) CR 和 c= gC 
9 (4 +B)=90 展开 右边 的 式 子 
42 十 B2 一 C2 边 同 时 除 以 g? 
AL1B 和 有 A?+B?=C0C?， 即 可 推导 出 B10,C 1A。 这 样 就 可 以 
导入 三 个 两 两 互 质 的 数字 4, B,C 来 替换 a, b, c。(4, B, C) 是 基本 勾 股 数 。 
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咽 。 这 次 在 “面积 是 平方 数 ” 的 条 件 里 代入 4, B 来 研究 吧 。 感 觉 找 
到 状态 了 ……: 设 d 为 某 个 自然 数 ， 写 成 下 面 这 种 形式 就 可 以 用 数学 公式 
表达 “面积 是 平方 数 ” 的 概念 了 
ab _ 2 
a 
代入 a 二 gh,b==gB。 
(g4)(gB) _ 2 
2 
计算 得 
2、4P 2p 
站 
因为 (4, B,0) 是 基本 勾 股 数 ， 所 以 A 和 B 中 六 为 偶 数 。 也 就 是 说 
禾 是 自然 数 。 因 此 到 是 9%2 的 倍数 ， 即 4 是 9 的 倍数 。 所 以 ， 存 在 自然 数 





DD 满足 4 二 gD， 代入 公式 。 























有 边 同时 除 以 g”， 可 得 到 下 式 。 





AB=2D? 








至 此 ， 就 创造 出 了 





个 带 有 附加 条 








这 个 











作 洒 拉手 中 卡片 
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5 型 














利 嘛 。 














的 男 一 个 说 法 


o 





6 发现 关键 的 矛盾 

















所 在 。 














件 的 新 间 题 ， 条件 


就 

















是 4 和 B 互 质 



































8.2 泰 洲 拉 的 三 角 
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NN 











问题 8-2 (问题 8-1 的 另 一 个 说 法 ) 
存在 满足 以 下 式 子 的 自然 数 4, B, 0, D 吗 ? 
Wp C0 4B D740 


(41 BB 表示 的 是 4 和 B 互 质 ) 


“放学 时 间 到 了 1 7” 
听 到 瑞 谷 老师 的 声音 ， 我 才 悦 然 大 悟 地 抬 起 头 。 























































































































































































































































































































天 色 已 经 暗 了 ， 在 钻研 数学 的 过 程 中 ， 我 忘记 了 时 间 的 流逝 ， 生 活 
在 如 梦境 般 的 另 一 个 世界 之 中 。 会 意识 到 这 点 ， 是 因为 我 已 经 回 到 了 往 
党 的 世界 。 这 边 的 世界 有 有 我， 有 泰 打 拉 ， 有 米尔 嘉 …… 

“学 长 ?” 

泰 沙拉 站 在 我 面前 。 

“该 回去 了 吧 ?” 

我 看 着 泰 打 拉 ， 沉 默 地 注视 了 一 会 儿 ， 她 脸颊 微 红 ， 玛 着 头 问 我 。 

“学 长 ?” 

' 咖 ， 回 去 吧 。 谢 谢 你 ， 泰 条 拉 。 

“ 认 ? 谢 什 么 啊 ? ” 

“没什么 ， 总 觉得 该 谢谢 你 ， 咽 。 
8.2.2 曲 曲折 折 的 小 路 

我 们 并 肩 走 在 回 家 的 路 上 ， 穿 过 住宅 区 曲 曲折 折 的 小 路 。 

“我 怎么 这 么 …… 手 忙 脚 乱 呢 ……” 泰 淋 拉 说 道 ,“ 只 要 出 现 一 个 数 
学 公式 ， 我 脑袋 就 被 塞 满 了 ， 条 件 都 不 知道 飞 到 哪儿 去 了 .……… 











泰 条 拉 一 会 儿 双 状 








安 头 ， 一 会 儿 双 习 



































抱 头 。 


I 
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“这 么 说 来 ， 之 前 你 也 说 过 变量 一 多 就 感觉 难 了 呢 。 

“对 对 ! 学 长 和 米尔 嘉 学 姐 都 能 轻 轻 松 松 地 写 出 定义 方程 式 。' 设 
m= 二 V9 ' 啊 “定义 b = 命 例 例 ”什么 的 …… 我 最 不 擅长 这 个 了 。” 
“虽然 定义 方程 式 中 变量 会 增加 ， 不 过 之 后 的 式 子 变形 会 很 有 趣 哦 。 
“所 以 啊 ! 我 一 直 在 努力 挑战 这 次 的 问题 , 用 那个 毕 达 哥 拉 … 榨 计 机 。 
“ 咽 ? 什么 意思 ?” 
“就 是 那个 “用 m 和 创造 基本 勾 股 数 ” 的 方法 啊 ! 我 想 用 “基本 和 勾 
股 数 的 一 般 形 式 ' 来 考虑 。” 

“ 啊 ， 原 来 如 此 ， 还 有 这 种 方法 啊 。” 

这 样 啊 ， 确 实 ， 只 要 使 用 基本 色 股 数 的 一 般 形式 ， 就 能 用 岂 和 mn 表 
示 4, B,C。 从 这 里 开始 研究 的 话 ， 能 不 能 引出 矛盾 呢 ? 

“这 主意 不 错 啊 。” 

“ 啊 ， 学 长 你 也 在 想 吗 ?我 也 不 会 输 的 哦 !” 

泰 采 拉 一 边 说 着 ， 一 边 摆 出 拳击 的 架势 左右 挥 着 拳头 。 



















































































































































































































































































































































































































































































8.3 我 的 旅行 


8.3.1 旅行 的 出 发 点 : 用 m,n 表示 A, B,C,D 
夜晚 ， 在 自己 家 里 。 




































































我 即将 要 出 发 去 旅行 ， 一 场 推 导 矛 盾 的 旅行 。 已 确认 出 发 地 点 。 














































































































然 数 4, B,C, D 有 着 如 下 关系 。 就 从 这 里 开始 推导 矛盾 。 


A?+ B=0?, AB=2D’, ALB 





A? 




















8.3 








B?=C2 和 AlB, 可 知 4, B,C 是 一 组 
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我 的 旅行 ”231 


本 人 勾 股 数 。 也 就 
































“基本 勾 股 数 的 








般 








是 说 , 采 


就 是 泰 洲 拉 








说 的 毕 达 哥 拉 





多 式 ，， 就 可 以 


: 榨 计 机 。 




















mm, 妈 表示 4, B,C。 这 


























基本 勾 股 数 的 一 般 形式 ( 毕 达 哥 拉 ' 榨 汁 机 ) 










































































































































































































































































































































































































































































































































































A m2 —n? | 
42+B2=-C2 41B < 4B 2m 
C m+n? 
自然 数 m,n 的 条 件 : | 
ee | 
eml|n 
ma 仅 有 一方 为 奇数 (两 者 奇偶 性 不 一 致 
(参考 2.5 节 ) 
“面积 是 平方 数 ”这 个 条 件 我 们 已 经 推导 出 了 4B = 2D? 这 个 等 式 ， 
接 下 来 将 m,n 代入 这 个 等 式 ， 研究 D 的 性 质 。 
> 前 虽然 跟 泰 条 拉 讲 了 定义 方程 式 的 作用 , 但 自己 面临 导入 变量 的 时 候 ， 
心中 还 是 会 有 一 丝 不 安 。 我 很 担心 ， 会 不 会 增加 变量 后 搞 得 一 团 乱 呢 …… 
告诉 自己 “要 信赖 数学 公式 "， 赶 走 了 心中 不 安 的 情绪 。 数 学 公式 
的 好 处 就 在 于 ， 可 以 脱离 含义 ， 用 机 械 性 的 操作 来 一 层 层 解 开 问 题 。 只 
要 将 基本 色 股 数 的 一 般 形式 纳入 式 子 中 , 就 可 以 忘掉 直角 三 角形 的 事 儿 了 。 
后 胜 负 就 取决 于 能 否 将 数学 公式 作为 武器 熟练 运用 了 。 
先 用 m,n 表示 4B = 2D?。 
虽然 看 不 到 路 途 前 方 有 什么 ， 但 旅行 开始 了 。 
上 路 吧 ! 
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AB=2D” ”由 “面积 是 平方 数 ” 推 导出 的 公式 
(mm —n)B=2D? 代入 A=m 一 n2 
(mm2 一 m2)(2rmm) = 2D? 代入 B= 2mn 
mn(m —n’)=D? 边 同 时 除 以 2， 整 理 式 子 
' 两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 ” 

































































mn(m+n)(m—n)= DD? 











看 ， 出 现 了 这 样 的 等 式 。 








D*=mn(m+n)(m—n) 











这 不 是 …… 之 前 做 过 的 形式 吗 ? 

左边 的 D? 是 “平方 数 ”。 

然后 ， 右 边 是 “ 互 质数 字 的 乘积 ”， 没 错 …… 吧 ? 
因为 m 和 n 互 质 ， 所 以 从 这 里 出 现 的 四 个 因子 


















































m,n,m++n,m—n 


















































1， 任 意 拿 出 两 个 因子 ， 都 可 以 两 两 互 质 …… 是 吧 ? 
比如 说 ， 存 在 (m 十 n) 上 (mm 一 有 )? 
















































































如 果 在 这 里 不 存在 (m + mn) 上 (m - mn”) ， 我 就 失去 了 重要 的 武器 。 
反 证 法 踏 踏实 实地 证 明 吧 。 

假设 m+n 和 m 一 n 不 互 质 ， 此 时 应 存在 某 个 质数 p 和 自然 数 J,K 
使 得 下 式 成 立 。 

























































































这 个 质数 p 是 m 十 n 和 m 一 n 共同 的 质 因 数 。 
只 要 从 这 个 式 子 推导 出 矛盾 ， 就 能 证 明 m 十 n 和 mm 一 n 互 质 了 。 米 ， 
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看 看 能 不 能 守住 武器 。 
把 上 面 两 个 式 子 左右 





















































边 分 别 相 加 ， 导 出 p 和 m 的 关系 。 



































pJ+pK = (m+n)+ (mo—n) 左右 两 边 分 别 相 加 
p(J+K)= (m+n)+ (mo—n) 左边 提出 p 
p(T + EK)= 2m 计算 右边 









































将 左右 两 边 分 别 相 减 ， 导 出 p 和 n 的 关系 。 














pJ—pK=(m+n)-(m—n,) 左右 两 边 分 别 相 减 


























p(J—K)= (m+n)— (mo—n) 左边 提出 p 
p(J — K)= 2n 计算 右边 
于 是 得 到 以 下 关系 。 
p(J+K) = 2m 
p(J—K) =2n 








变 成 了 乘积 的 形式 ， 我 已 经 明白 了 ! 

首先 ,，Pp 不 可 能 等 于 2。 因 为 m 和 n 的 奇偶 性 不 一 致 ， 所 以 pJ = 
m 十 n 是 奇数 ， 因 此 p 不 是 偶数 。 也 就 是 说 ，p 不 可 能 等 于 2。 

上 晶 是 p 也 不 可 能 大 于 等 于 3。 因为 如 果 p 大 于 等 于 3，m 和 mn 就 都 
是 p 的 倍数 。 但 是 ml n 也 就 是 说 mm 和 %n 没有 共同 的 质 因 数 。 所 以 
2 不 可 能 大 于 等 于 3。 

综 上 所 述 ， 可 以 说 (mm 十 m) 1 (m 一 n)。 
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久 防 万 一 ,我 把 m 十 n 和 m 互 质 的 关系 也 写 出 来 吧 。 
段 设 mw 十 nn 和 m 不 互 质 ， 此 时 存在 某 个 质数 p 和 自然 数 J,K 使 得 



























































含有 偶数 个 质 因 数 。 
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下 式 成 立 。 
DJ =m+n 
pK =m 

采用 跟 刚 才 同 样 的 方法 ， 得 到 如 下 等 式 。 


pK =m 
p(J—K) =n 


据 此 可 知 m,n 都 是 p 的 倍数 ， 和 mm 1 n 相 矛 盾 。 

































































同 理 可 证 mm 一 nn 和 mm, m 十 nn 和 n,m 一 n 和 mn 都 互 质 。 








当 
也 





这 样 就 证 明了 四 个 因子 

















是 分 别 

















两 互 质 的 。 我 牢 牢 守住 了 重要 的 武器 




















SN 

















b 么 言 归 正 传 。 刚 刚 经 研究 得 出 了 下 式 。 














D*=mn(m+n)(m—n) 






































一 方面 ， 左 边 的 D? 是 平方 数 。 如 果 进 行 质 因 数 分 解 ， 就 能 得 到 D? 






























































另 一 方面 ， 























边 四 个 因子 m,n,m 十 n,m 一 nn 是 两 两 互 质 的 一 一 也 











右边 
就 是 说 没有 共同 的 质 因数 。 





















































想象 一 下 把 左边 的 质 因数 分 配 到 右边 四 个 因子 中 的 情况 ， 则 四 个 因 





















































子 都 各 自 含 有 偶数 个 质 因数 。 总 之 一 句 话 ,“m,m mm 十 mm 一 7 全 部 是 





























ul 


FE 方 数 ”! 
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“ 互 质 ” 真 的 是 一 件 实用 的 武器 啊 …… 用 “最 大 公约 数 为 1” 体现 “ 互 
质 ” 的 时 候 还 有 些 摸 不 清 状况 ， 而 换 成 “没有 共同 的 质 因数 ”就 感觉 一 下 
子 开 窑 了， 就 如 同一 把 锋利 的 长 剑 。 

















































































































8.3.2 原子 和 基本 粒子 的 关系 : 用 e, f, s,t 表 示 m,n 
接 下 来 用 数学 公式 来 表示 m, n,m 十 n,m 一 n 是 平方 数 这 个 条 件 


刚才 我 们 用 m,n 表示 了 4, B, 0, DD。 














瑟 








巴 。 





















































这 次 用 e, f, s,t 表示 m,n。 

















我 难 不 成 踏 上 了 发 现 微 结 构 的 旅途 ? 






















































































研究 原子 (4, B, C, D)， 发 现 了 小 原子 (m,n)。 
研究 原子 (m,n)， 又 发 现 了 更 小 的 基本 粒子 (e, f, s,t)…… 
这 次 的 旅行 就 是 这 么 回 事 吧 。 

没准 还 有 更 小 的 夸克 …… 






































因为 m,n,m 十 n,m 一 到 是 平方 数 ， 所 以 存在 以 下 自然 数 e, 户 s,t。 























m 一 e? 

_.2 
m++n 三 5 
m—n = 




















S 
| 
< 


e, f, s,t 分 别 两 两 互 质 。 
\ 
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数学 公式 ， 信 赖 数学 公式 …… 




















又 导入 了 新 的 变量 ， 而 且 还 是 四 个 ……: 不 过 一 定 没 问题 的 。 要 信赖 












































下 面 该 往 哪 边 走 呢 ? 我 重 看 了 一 遍 笔记 想 着 。 
























































试 试用 e, f, s,t 表示 m 吧 。 虽 然 已 经 有 m = e? 这 个 等 式 了 ， 不 过 












































下 面 的 式 子 应 该 能 够 得 到 些 什么 。 




















7 有 十 多 一 5? 
m—n = 






































咽 ， 把 



























































] 基 本 粒子 来 表现 原 





的 结构 。 


2m 一 s2 十 友 
2n 一 s2 一 友 


























巴 两 个 式 子 左右 两 边 分 别 相 加 相 减 ， 可 以 用 s,t 表示 m,n， 即 
J 


根据 “两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 "， 将 2n=s? 一 女 的 右边 变 

































































为 乘积 的 形式 。 做 出 乘积 的 形式 ， 是 为 了 方便 研究 整数 的 结构 。 











27 一 s2 一 好 上 式 
2n = (s+t)(s—dt) “两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 ” 
2f2 = (s+t)(s—t) 代入 n= 












































可 得 到 f 和 s 十 t,s 一 t 的 关系 ， 即 基本 粒子 间 的 关系 。 











了 和 s 十 t,s 一 t 的 关系 “基本 粒子 间 的 关系 ” 
2 =(s+t)(s—t) 


8.3.3 ”研究 基本 粒子 s 十 t,s 一 t 



































下 面 来 研究 刚才 得 
因子 s 十 ts 一 上 开始 吧 。 
s + 和 s 一 上 是 整数 。 首 先 “ 调 查 奇偶 | 


















































s 的 奇偶 性 
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起 本 粒子 的 关系 "， 可 知 存在 
















































































































































































出 的 式 子 2 这 = (s 十)(s 一 ， 先 从 等 式 右边 的 








mm 十 二 52。m 十 nn 的 奇偶 性 …… 我 懂 了 。 因 为 m 和 的 奇偶 性 不 一 致 ， 
所 以 m 十 n 不 是 偶数 十 奇数 就 是 奇数 十 偶数 。 不 管 怎样 ，m 十 n 都 是 
奇数 ， 也 就 是 说 s? 也 是 奇数 。s 平方 后 还 得 奇数 ， 说 明 s 也 是 奇数 。 好 ， 
明确 s 是 奇数 了 ! 

t 的 奇偶 性 同 理 。 存 在 mm 一 n= 如 , m 和 mn 的 奇偶 性 不 一 致 。t? 是 奇数 ， 
因为 t 平 方 后 还 得 奇数 ， 所 以 t 也 是 奇数 。 

因此 ，s 和 + 都 是 奇数 一 一 就 是 它 ! 

因为 s 和 + 都 是 奇数 ， 所 以 s 十 上 和 s 一 上 都 是 偶数 。 

话说 回来 ，s 和 tt 互 质 吗 ? 

因为 (mw 十 n) 上 (mm 一 n)， 所 以 s 上 妨 。 因 为 平方 后 的 数字 互 质 ， 所 

















































































































为 前 提 导 入 ] 





























以 平方 前 的 数字 也 互 质 。 没 在 
变 的 。 也 就 是 说 ，s 和 是 互 质 的 。 
好 ， 这 样 就 明确 了 s 上 1! 
号 ?我 不 是 在 “原子 和 基本 粒子 的 关系 ” 
变量 吗 …… 算 了 ， 总 之 可 以 肯 
这 样 s，t 就 基本 摸 透 了 。 























TI 6 六 3, t 分 别 


Ee 


共同 的 质 因 数 这 点 在 平方 前 和 平方 后 






































238 第 8 章 无 穷 递 降 法 




















。s 一 上 是 偶数 

















我 又 看 了 一 遍 笔 记 ， 考 虑 应 该 把 刚刚 得 到 的 s +t 和 s 一 t 的 条 件 代 
入 哪个 式 子 。 

带 有 s+t 和 s 一 t 这 样 的 因子 的 数 …… 在 这 个 “ 
系 " 中 。 
































LA 








本 粒子 间 的 关 
































2f2=(s+t)(s—t) 


























因为 s 十 t 和 s 一 t 是 偶数， 所 以 s 和 “是 整数 。 上 式 可 写成 下 面 











生生 s—t 

















写成 这 样 后 ， 右 边 就 成 了 四 个 整数 的 乘积 的 形式 。 
企 等 式 两 边 同 时 除 以 2， 得 到 







































































2 +t .5 = 
2 2 
左边 是 平方 数 …… 慢 着 ， 族 ? 我 刚才 不 也 做 了 一 样 的 事 吗 ? 这 不 是 又 绕 
可 原 路 了 吗 ? 




















不 不 ， 不要紧。 等 式 左边 的 是 平方 数 ， 右 边 含有 质 因数 2。 因 为 
等 式 右边 应 该 也 是 平方 数 ， 所 以 另 一 个 质 因数 2 应 该 分 配给 两 个 因子 中 
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的 一 个 ,即兴 :和 与 :中 的 一 个 。 
也 就 是 说 ， 寺 和 5+ 之 中 有 一 个 是 偶数 。 








对 :和 号 :是 不 是 互 质 的 呢 ? 
打 比 方 说 ,假设 对 :和 与 :不 互 质 …… 类 似 这 种 检验 已 经 做 了 无 数 
了 吧 。 设 它们 有 共同 的 质 因数 p， 则 存在 整数 J, 玉 ， 它 们 之 间 的 关系 


以 用 下 式 表 示 。 
DJ == 蕊 
pK Es 2 


j 边 分 别 相 加 ， 分 别 相 减 ， 得 到 下 式 。 


| K) = 尘 


p(J —K) =t 





















































马 
1 



































| 
十 
+ 




















EN 
眉 
出 
Bt 
nt 

















| 
MD 
一 
[vo 
| el 
ch 
| 
lea] 























明白 了 。 由 以 上 等 式 可 知 ，s 和 + 都 是 z 的 倍数 。 因 为 s 和 上 + 都 有 共 

的 质 因数 p, 所 以 这 与 s 上 t 相 矛盾 。 因 此 可 以 得 出 结论 ， s 二 和 2 了 互 质 
f=2. 二 t . 二!， s 和 35 1 二 六 是 偶数 ， s# 和 5 还 是 互 质 

He 因为 没有 共同 的 质 因 数 ， 所 以 一 方 为 偶数 的 话 ， 男 一 方 就 为 奇数 。 
这 就 意味 着 ， 像 往常 一 样 考虑 分 配 质 因 数 的 话 …… 偶 数 是 “2 x 平方 

数 ” 的 形式 ， 奇 数 则 是 “奇数 的 平方 数 ” 的 形式 。 

语言 表达 可 能 有 些 复杂 。 再 导入 构成 “基本 粒子 ”s, 寺 的 “夸克 ”tv 

怎么 样 ? 设 u,v 是 互 质 的 自然 数 。 


这 样 一 来 ,“2 x 平方 数 ” 就 能 写成 2w ”,“ 奇 数 的 平方 数 ” 就 能 写成 


可 




































































O 




























































































































































































































































































三 | 2 听 、 .人 上 2 
万 古 2u ,万 JAEV o 





























wm 
加 
关 
| 
on 
ID 
ch 
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8.3.4 基本 粒子 和 夸克 的 关系 : 用 以 , v 表示 s,t 









































































































































































































































就 快 受 不 了 像 洪 水 一 样 泛滥 的 字母 了 。 我 又 慢 慢 地 把 笔记 哨 了 一 遍 ， 
就 夸克 进行 了 一 下 整理 。 
关于 5+， 5* “基本 粒子 s,t 和 夸克 uv 的 关系 ” 
,it, :二 是“ 互 质 "的 。 
。 叶 +, 号: 中 有 一 方 是 2w?， 另 一 方 是 v2。 | 
。wu 和 vv 是 互 质 的 (4 | wv)。 ' 
。 "是 奇数 。 
很 好 ， 不 错 不 错 ! 
不 ， 糟 了 ! 
只 有 这 点 条 件 ， 根 本 分 不 出 中 上 和 号 上 里 谁 是 2w? 谁 是 巡 。 这 就 意味 
着 …… 要 分 情况 讨论 。 
我 抱 着 头发 愁 。 
情况 1: 当 2 = 2u?, 2 二 v? 时 一 一 
s =2u + 
t =2u— vw? 
情况 2: 当 中 上 = vw?, 53* 二 2w? 时 一 一 
s = 2u+vw2 
t =—2u 十 oO2 
变 成 分 情况 讨论 了 。 
我 采 采 地 站 在 森林 深 处 的 分 岔口 处 。 
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确实 可 以 两 条 路 都 走 。 

不 过 ， 这 样 的 话 就 得 花 两 倍 时 间 和 精力 了 。 

嗯 …… 有 没有 什么 好 办 法 呢 ? 我 再 一 次 回首 向 走 过 的 路 望 去 ， 看 看 
有 没有 忘掉 哪个 关系 式 。 



















































































id 














































































































m 呢 ?” 完 全 没有 用 到 在 “原子 和 基本 粒子 的 关系 ”里 出 现 的 m==e? 啊 。 
m 应 该 和 基本 粒子 s,t 相关 联 才 对 啊 ! 咽 …… 将 关系 式 


m+n 一 5? 
m—n = 


左右 两 边 分 别 相 加 再 除 以 2， 可 得 
































































































































a 52 十 友 
2 
由 此 ， 可 得 出 下 式 。 
六 二 s+ 
2 
也 就 是 说 ， 下 式 成 立 。 
2 82 4E 记 
”2 














者 况 1 和 2 总 结 成 一 个 式 子 了 1! 





Fe 








很 好 , 将 s 和 t 分 别 平方 后 再 相 加 , 就 可 以 把 
这 样 就 避免 了 分 情况 讨论 ! 













































































2 2 
S” 十 七 er 
e = 一 上 面 的 等 式 
902 | v2)2 (902 — 2 
用 ww 表示 st 


e2 二 44 十 1 计算 后 
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效 ? 话说 回来 ， 我 高 兴 个 什么 劲 儿 啊 ? 






























































“基本 粒子 e 和 夸克 以 ,vv 的 关系 ”( 接 下 来 会 出 现 予 盾 吗 ? ) 


e2 一 44 十 v4 


i 






























































eulv 

。v 是 奇数 
嗯 ,虽然 很 不 甘心 ， 但 已 经 困 得 不 行 了 。 
今天 就 到 这 里 吧 …… 





8.4” 尤 里 的 灵感 


8.4.1 房间 

“ 嗨 ~” 是 尤 里 的 声音 。 
第 二 天 是 周 六 ， 下 午 尤 里 又 来 了 我 的 房间 。 
我 头 也 不 回 地 “ 嗯 ”了 一 声 ， 继 续 专心 趴 在 桌子 上 算 我 的 题 。 


座 ， 人 家 这 人 么 可 爱 ， 哥哥 你 看 都 不 看 一 眼 就 随便 嗯 一 声 吗 ?” 





















































































































































怎么 能 因为 成 功 变形 了 几 个 等 式 就 高 兴 呢 ! 我 想 要 的 是 一 一 找 出 矛盾 






































“好 过 分 哦 ! 一 一 我 说 哥哥 ,你 在 干什么 呢 ?” 尤 里 从 我 身后 探 着 





























子 偷 看 。 








三 ! 整理 出 了 一 个 相当 简单 的 等 式 ， 这 就 是 基本 粒子 e 和 奔 克 ,wv 


手 都 没 动 !” 
在 动 [e) ” 
， 你 路 


“好 好 ， 遵 
































皮 
命 9 过 头 。 


问 
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叶挺 利索 的 吗 ?” 尤 里 


8.4 尤 里 的 灵感 
































话 讽刺 我 。 















































如 既往 地 梳 着 马尾 办， 报章 





























和 手 又 在 


腰 间 





o 





8.4. 






































冷 哦 
“冬天 当然 冷 了 噶 1” 
“去 逛 书店 ?” 

“ 族 ? 好 吧 ， 就 这 么 办 1 


Xx 























县 





UO 
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走 在 路 上 。 
在 算 些 什么 呢 ?” 


























下 





学 啊 。 我 们 去 











e 克 穿着 牛仔 裤 ， 衬 衫 














那儿 玩 嘛 !” 
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数 的 




















的 面积 可 能 是 
























































Ei 

















各 不 担 了 

















巴 思 路 大 体 ; 








和 





平方 
一 下 









































J e 和 全 克 u,v 的 

















、 sw 
大 系 。 辽 工 村 




















































































































明了。 要 是 不 能 的 话 , 只 好 找 其 他 区 








= 











我 们 


走 到 过 街 天 桥 附 近 的 时 候 ， 尤 上 








突然 说 








“我 说 哥哥， 去 小 学 吗 ? 我 们 去 操场 
“ 训 ? 可 是 我 想 去 饮 书 店 啊 。 


话 
去 嘛 1” 











(3 








得 : 
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“ 唉 ， 好 吧 。” 

过 了 过 街 天 桥 就 是 小 学 。 正 门 虽然 关 着 ， 从 后 门 还 是 可 以 进 操 场 的 。 

操场 里 停 着 一 辆 不 算 很 大 的 卡车 ， 对 面 是 供 低 年 级 学 生 使 用 的 游乐 
设施 ， 有 秋千 、 攀 吊 架 、 正 十 二 面体 线 框 形 状 的 旋转 游乐 设施 ,还 有 滑梯 。 
寒冬 的 周 六 午后 ,冷风 风 的 操场 上 没有 一 个 人 。 不 过 ， 真 令 人 怀念 啊 。 

“哥哥 ， 听 了 你 的 话 ， 我 想到 一 点 ， 这 个 卡片 要 问 的 是 “是否 存在 
对 吧 ?” 

“是 啊 。” 

“ 那 不 就 是 “让 我 们 证 明 不 存在 ” 吗 ?” 

尤 里 说 完 跑 去 了 秋千 那 边 。 

“ 译 ? ”我 筷 了 过 去 。 

“ 吓 ? 这 秋千 原来 这 么 小 啊 。” 

尤 里 站 在 秋千 上 ， 荡 来 荡 去 。 

我 也 坐 在 了 旁边 的 秋千 上 。 确 实 很 小 啊 。 

里 你 的 意思 是 说 ， 我 判断 错 了 ? ”我 问 道 ,“ 你 的 意思 是 ， 存 在 

积 是 平方 数 的 直角 三 角形 ?” 

“ 族 ? 说 什么 ? 人 家 听 不 到 。” 尤 里 用 力 荡 着 秋 干 。 

的 确 ， 村 木 老师 的 卡片 问 的 是 “是 否 存在 "。 我 直接 举例 确认 的 
三 角形 只 有 几 个 。 说 不 定 真 的 存在 面积 是 平方 数 的 直角 三 角形 呢 。 咀 ， 
不 能 否定 这 种 可 能 性 。 但 是 …… 如 果 ， 这 种 三 角形 存在 的 话 …… 就 根本 
没 法 “证 明 它 不 存在 '! 昨 晚 我 想 的 一 切 可 能 都 白费 了 …… 

这 真 不 好 办 阿 人 

“可 一 可” 

不 知 什么 时 候 尤 里 已 经 跑 到 了 滑梯 上 ， 站 在 顶端 向 我 招 着 手 。 

“ 耶 ! 好 高 啊 ! ”万 里 轻快 地 从 滑梯 上 滑 下 来 ,“ 啊 , 不 过 没 想到 这 么 短 ， 











速度 也 上 不 去 。” 




















“是 是 是 ， 我 知道 哥哥 












































8.4.3 自动 贩卖 机 



























































“现在 还 首 
才 你 i 
笔记 本 不 
笔记 本 虽 
“ 笔 我 倒是 有 。 


6 





没有 











(3 





谢 ! 








尔 是 学 物理 


车 子 后 尤 里 抱怨 口 渴 ,我 们 就 从 后 





的!” 





L 








i 份 热 本 樟 汁 ， 





啊 ， 好 次 1” 
































王 扶 着 果汁 
























































网 


















































解释 


FE 要 把 你 















































然 放 家 里 了 ， 不 过 我 


“当然 了 ， 就 是 这 个 式 子 。” 





因为 我 总 感觉 


拉 


排 坐 在 长 本 





[HH 
[| 








-Lo 








， 抬 头 看 春 我 文 文 吾 吾 地 说 道 : 


没什么 的 ， 正 好 我 也 能 换 换 心情 


8.4 尤 里 的 灵感 





门 昌 


1 去 ， 在 路 边 的 
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自动 贩 














97 
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=E 































































































人 的 


~ 
见 



































也 就 是 说 ， 
是 啥 啊 


号? 





9 








9? 


[也 不 复杂 。 








总 之 ， 现 石 


FE 








同 了 。” 











我 试 过 把 














乡 成 e2 一 4u4 


4 


的 “基本 粒子 和 什么 的 关系 "， 是 什么 相 


的 关系 





小 本 子 昵 。 喷 ? 没 


要 的 是 琢磨 这 个 数学 公式 。 不 过 可 能 











了 











?9 


阿 ? 


= 


毛 











呀 。 








已 


变 成 (e 十 242) 





“哥哥 在 找 数 学 公式 的 “真实 的 样子 

















分 银河 铁道 之 说 》 寻 














向 尤 昌 
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oO 











































































































也 


发 书 








国 





“ 啊 











十 么 东 





计 


3 
o 


， 没 名 








西 ， 你 们 知 首 





= 











中 J 


“好 
可 :而 


『 互 

















"和 








让 人 家 好 好 看 


小 本 子弟 给 































































































不 转 睛 地 采 

















上 十 



































尤 里 
“我 说 哥 
大 7 ?9 


个 式 子 啊 ， 把 









































99 


然后 一 一 

















尤 里 的 下 





句 话 











对 我 而 言 ， 仿 人 


“不 是 很 像 义 股 定理 


族 ? 














3 神 之 




















分 股 定 班 


确 























1 
[ys 











我 在 小 7 


实 很 像 ! 




















4u4 十 U4 一 e? 

















K 子 上 写 起 3 





i 














] 指 数 运 








A 


异 




















2 











法 则 将 其 


2 














成 平方 的 
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如 下 所 示 。 
(2u2)*+ (v2)?=e? 
如 下 定义 A1, Bt Ci。 
A1=2w?, Bi1i=?, Cie 
则 下 式 成 立 。 
Ai+Bi=C? 








等 等 ， 这 次 漫漫 长 旅 的 出 发 点 也 是 勾 股 定理 啊 。 我 飞快 地 搜索 着 脑 














A 
































的 记忆 。 对 ， 出 发 点 …… 写 了 那么 多 次 ， 已 经 不 可 能 忘 了 。 


A2+B*=0, AB=2D’, ALB 






























































难道 说 也 能 用 41B1=2D? 定 义 Di 吗 ? 确实 , 因为 A1= 2w 
Bi es v2， 所 以 存在 下 式 。 





A1B1 = (2u2)(o2) = 2(uv)? 


得 到 








Di=uv 





这 样 束 得 到 下 式 .。 





Ai1Bi1 = 2D? 














咽 ……… 那么 ， 以 下 关系 成 立 吗 ? 


411 Bi 
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肖 
沪 
EK 


RE 巴 。 因为 ww Lv， v 是 奇数 。 
虽然 变量 不 后 


了 


但 能 构成 和 出 发 点 形式 完全 一 样 的 数学 公式 。 





















































| 


旅途 的 出 发 点 和 导出 的 数学 公式 


A?+ B=0? AB=2D? ALB 旅途 的 出 发 点 








4?+B=C ABi=2D? A1lBi 导出 的 数学 公式 



































难道 我 只 是 在 一 个 地 方 不 停 地 打转 吗 ? 











转 来 转 去 …… 绕 轿 。 






























































无 限 ? 不 ! 不 可 能 是 无 限 的 ! 
“哥哥 ?” 


“ 别 说 话 。” 









































出 发 点 4A, B,C,D 大 小 应 该 只 有 “分 子 ”的 级 别 。 我 把 它们 “分 解 ” 成 
了 “原子 m,n”“ 基 本 粒子 e, f, s,t”“ 奔 克 4,v” 这 些微 结构 。 因 为 C1 = e， 













































































所 以 Ci 也 属于 “基本 粒子 ”的 范畴 。 所 以 …… 说 不 定 Ci 比 “ 分 子 ” 级 别 
的 C 要 小 ? 

这 样 的 话 ……: 

五 

Ho 

果然 我 该 把 笔记 本 带 来 。 
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5 里 ， 回 家 了 2 
“ 族 ? 9 
尤 里 还 EE 依 迷 茫 ， 我 就 急忙 1 证 她 往 家 跑 了 O 





























“ 哥 可 ， 你 慢 点 啊 !” 
“不 好 意思 ， 麻 烦 快 点 。” 

















如 果 C> Cl 成 立 ……: 
如 果 成 立 的 话 ……… 





















































笔记 本 ， 翻 着 笔记 。 
于 哪里， 在 哪 ……… 有 ] | 


因为 出 现 的 数字 都 是 自然 数 …… 所 以 …… 嗯 ， 成 立 。 


























































































































。 因 为 C=m2 上 02， 所 以 C > m。 
。 因 为 m= 二 e222， 所 以 m 之 e。 












































这 些 条 件 再 加 上 C1 = e， 就 得 出 C > m > e= Ci。 也 就 是 说 一 一 
C> C1 


成 立 。 

将 4, B,C,D 这 些 自然 数 “ 分 解 "， 就 可 以 创造 出 41, Bl C1, Di 这 
些 自然 数 。 而 且 ， 既 然 存 在 和 出 发 点 形式 相同 的 关系 式 ， 且 此 关系 式 成 立 ， 
就 能 通过 无 限 重复 相同 的 “分 解 ”来 创造 C1, C2, C3,…。 
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Cx 会 无 限 缩小 。 不 过 这 是 不 可 能 的 。 因 为 不 可 能 把 自然 数 无 限 缩小 。 
是 存在 最 小 自然 数 的 ， 那 就 是 1。 






































C>C1>C2>C0C3>:.….>Cr>:..….…>1 











这 样 不 就 能 导出 矛盾 了 吗 ! 
因为 自然 数 不 能 无 限 缩小 ,所 以 在 C > Cu > Ca > Ca > .… 这 个 连 
锁 中 ， 应 该 存在 自然 数 Cx， 可 以 说 Ch 是 最 小 的 自然 数 。 


































































































推导 出 的 命题 ，C% 是 最 小 的 自然 数 。 









































但 是 如 上 所 述 ， 可 以 构成 比 Cx 更 小 的 自然 数 Ck+1。 也 就 是 说 一 一 






































推导 出 的 命题 ， Cx 不 是 最 小 的 自然 数 。 
























































































































































































































































矛盾 ! 
根据 反 证 法 ， 三 边 丝 为 自然 数 的 直角 三 角形 ， 其 面积 不 构成 平方 数 。 
证 明成 功 。 
C 在 一 旁 无 聊 地 看 着 书 ， 我 摸 了 摸 她 的 头 。 
“ 尤 里 ! 我 成 功 了 ! ” 
“ 啊 ? 啊 ? 什么 什么 ? 什么 成 功 了 ? 人 家 不 懂 吐 ! 真是 的 ， 不 要 弄 乱 
人 家 头发 嘛 ! ” 
解答 8-2 




















不 存在 满足 下 式 的 自然 数 4, B,C, D。 


p01B 0D ND 
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不 存在 三 边缘 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 。 
























































要 证 明 的 命题 : 面积 不 是 平方 数 
反 证 法 : 假设 原 命 题 的 
假设 : 面积 是 平方 数 


ES ~ EH 
导数 和 从 双 人 心 \“ 




















区 
ey 
局 



































































































































由 
抛 开 直 角 三 角形 ， 用 ao, 2 c 思 考 
“ 互 质 ” 
炎 
4, B,C 思考 “分 子 ” 









































用 m,n 

















“通过 分 解 质 因数 来 表示 整数 的 构造 ” 
用 e, f,s,t 表 示 m,n“ 原 子 和 基本 粒子 的 关系 ” 
“两 数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 ” 
CE 示 1 “基本 粒子 间 的 关系 ” 

| “通过 分 解 质 因数 来 表示 整数 的 构造 ” 


用 u,v 表示 e“ 基 本 粒子 和 奔 殉 的 关系 ” 






























































HN 

















st+t 和 和 s—t 




























































































创造 相同 形式 的 Ai, Bi, C1, D1， 得 到 CC > Ca 




















矛盾 
假设 不 成 立 














证 明 结束 : 面积 不 是 平方 数 
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8.5 米尔 嘉 的 证 明 





“ 呼 ……” 索 条 拉 深 深 地 叹 了 一 口气 ,“ 学 长 ,证 明 过 程 太 长 了 , 而 
字母 还 这 么 多 ……” 


周一 放学 后 ， 我 在 


















































入 
| 

LH 

出 

| 






































有 跟 泰 休 拉 讲 如 何 证 明 “ 不 存在 三 边 背 为 






























































































































































然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 三 角形 ”。 
“人 家 一 下 子 就 折服 了 .…… 不 过 ,学 长 你 用 的 武器 又 是 我 有 的 呢 ……… ” 
。 基 本 人 勾 股 数 的 一 般 形式 











。 互 质 
数 之 和 乘 以 两 数 之 差 等 于 平方 差 
































. 
(Pay 
















































































。 反 证 法 
。 也 盾 
“就 算 这 样 ， 人 家 还 是 没 能 解 开 。 虽 然 做 到 了 基本 人 勾 股 数 的 一 般 形式 






























































这 一 步 ， 但 是 没 能 想到 “ 互 质 *"， 而 且 人 家 走 到 一 半 ， 就 连 存 在 互 质 这 个 
2 















































“我 的 证 明 过 程 确实 很 长 ， 不 过 我 之 前 走 了 比 这 长 好 几 倍 的 芝 路 ， 试 
过 式 子 变形 ， 也 读 过 好 多 遍 笔记 ， 想 着 能 不 能 发 现 什 么 。 算 着 算 着 也 和 货 
错过 ,发 现 算 错 了 就 从 错 的 地 方 改过 来 …… 就 这 样 一 角 又 一 遍 , 刚 开 始 “ 基 
本 勾 股 数 的 一 般 形 式 ” 还 是 泰 条 拉 你 提醒 我 的 呢 。” 


“学 长 ， 你 怎么 知道 该 往 哪 边 走 啊 ?” 






































































































































“我 也 不 知道 。 变 量 间 的 关系 是 渐渐 明晰 上 
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用， 不 可 能 从 一 开始 就 看 破 。 




















所 以 我 只 外 











bE 尝试 着 去 算 。 E 先 要 前 进 ， 












































虑 下 一 步 。 难 各 



































这 站 











全 导出 矛盾 。 最 后 还 是 我 表妹 尤 里 





























“不 是 很 像 义 股 定理 吗 ?” 














“我 已 经 看 








明白 怎么 把 图 形 问 题 转换 到 数学 公式 上 了 ， 




















转换 到 数学 公式 上 了 ,不 能 往 前 走 误 

















难 在 最 后 的 最 后 ,怎样 





























然后 看 着 前 方 出 现 的 式 子 ， 再 考 
北 构 成 同样 形式 的 数学 公式 那里 。 






























































但 是 好 不 容易 














付 数学 公式 ， 就 不 能 拿 它 当 


“ 没 错 ， 泰 打 拉 。 的 确 是 这 么 回 习 






































意义 了 了 呢 …… 要 是 不 能 习惯 对 








生效 的 武器 






























































秋末 拉 像 是 在 整理 思路 般 ， 不 紧 不 慢 地 说 着 : 
































必要 自己 实际 动手 ， 练 习 















































… 在 课 笔 上 学 的 数学 ， 跟 学 长 学 姐 们 一 起 做 的 数学 很 不 一 
































样 。 课 堂上 学 的 数学 很 无 聊 乏 味 ， 跟 学 长 学 姐 























… 不 过 可 能 是 我 搞 错 了 。 课 科 





























里 的 挥 剑 练 习 和 手枪 的 试 射 





























门 一 起 研究 的 数学 感觉 却 


上 的 数学 就 像 武器 的 基本 用 















































羊 ， 所 以 会 觉得 枯燥 又 无 聊 。 





不 过 要 是 不 扎实 地 打 好 这 部 分 基础 ， 






































已 











8.5.2 米尔 嘉 























聆 认 真 ， 说 到 “ 挥 剑 练习 ” 共 























成 ， 就 会 掉 链 子 了 。” 
肚 却 可 爱 地 摆 了 个 挥 剑 的 姿 
瞄准 我 。 





























势 ， 说 到 “手枪 试 射 ”的 时 候 则 睐 起 一 只 


规 规 矩 矩 地 做 着 手势 的 小 女生 。 








“有 趣 的 问题 ? ”米尔 嘉 将 











手 撑 在 桌子 





ins 


FE。 绷带 已 经 摘 了 。 











“ 呵 ， 米 尔 嘉 学 姐 ， 


你 好 ! 学 长 在 给 我 i 


























证 明 题 ， 讲 的 是 怎么 证 明 不 

















存在 三 边 都 是 自 

















下 积 是 平方 数 的 








和 角形。 换言之 ， 我 们 可 以 



































把 它 叫 作 “ 国 




















积 不 能 构成 平方 数 的 直角 
























































了 惠 ， 上 四 ” 





























Lo 
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“不 是 “换言之 ， 本 来 就 是 这 么 回 事 。 我 苦笑 道 。 
我 们 跟 米尔 嘉 简 单 讲 了 一 下 证 明 过 程 后 ， 米 尔 嘉 谈 到 了 无 穷 递 降 法 。 


“无 穷 递 降 法 ? ”还 有 名 字 啊 。 























































































































“对 ， 这 是 费 马 的 拿手 好 戏 。 首 先 创 造 一 个 关于 自然 数 的 数学 公式 ， 然 
后 将 这 个 数学 公式 转换 成 有 着 同样 形式 的 另 一 个 数学 公式 。 此 时 关键 在 于 式 


































































































子 中 要 含有 逐渐 减 小 的 自然 数 。 重 复 同样 的 转换 步 又 ， 自 然 数 就 会 越 来 越 小 ， 
只 要 不 断 重 复 转 换 ， 自 然 数 就 会 无 限 减 小 …' 但 话说 回来 ， 自 然 数 存在 最 小 












































































































































， 自 然 数 不 可 能 无 穷 递 降 。 由 此 可 以 推导 出 矛盾 。 也 可 以 把 这 个 证 明 方法 
想 成 反 证 法 或 者 数学 归纳 法 的 特殊 形式 。 费 马 创造 了 无 穷 递 降 法 一 一 ” 

米尔 亮 说 到 一 羊 突然 停 了 ， 啊 地 闭 上 了 眼 。 一 瞬间 周围 的 气氛 来 了 
百 八 十 度 大 转弯 ， 弥 漫 着 某 种 巨大 的 物体 要 诞生 了 的 感觉 。 





































































































































































































几 秒 后 ， 黑 发 才女 点 着 头 ， 陷 开 了 眼睛， 眼中 闪 着 害 智 的 光芒 。 
嘱 …… 原 来 如 此 。 那 么 我 就 借 这 什么 “面积 不 能 构成 平方 数 的 直角 

























































































































































































三 角形 定理 " 来 初步 证 明 给 你 们 看 看 吧 。” 


“初步 证 明 ……: 什么 啊 ?” 



































“ 费 马 大 定理 。” 米尔 嘉 说 道 。 














她 又 说 出 了 这 么 惊人 的 话 …… 
“我 来 初步 证 明 费 马 大 定理 。 不 过 只 证 明 四 次 方 的 情况 。 米尔 需 说 
着 拿 出 卡片 ， 轻 轻 地 放 在 昌 上 ,“ 村 木 老 师 最 近 也 太 沉 迷 于 出 题 了 吧 ? 总 
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之 ， 用 反 证 法 来 证 明 。” 
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问题 8-3 ( 费 马 大 定理 : 四 次 方 的 情况 ) 
证 明 下 面 的 方程 式 不 存在 自然 数 解 。 


















































总 之 ， 用 反 证 法 证 明 。 
要 证 明 的 命题 是 “z4 十 只 = 六 不 存在 自然 数 解 "。 我 们 假设 原 命题 


的 否定 一 “z4 十 二 存在 自然 数 解 "， 然 后 



































来 推导 矛盾 。 

























































































反 证 法 的 假设 :“z4 十 = zt 存在 自然 数 解 。” 









































设 自然 数 解 (zx,y,z)=(a,b,c)。 虽 然 可 以 假设 它们 
不 一 定 非 要 这 样 假设 。 


a,b,c 满足 下 式 。 





本 


互 质 ， 但 也 











己 





















































接 下 来 ， 像 下 面 这 样 用 a,c 来 定义 m,n。 
m = 
n 一 ao? 


















































青 像 下 面 这 样 用 m,n 定义 4, B, C。 


A =m -rn 
B =2mn 
C 二 mm2 十 ma 


























根据 这 个 定义 ， 用 a, b,c 来 表示 4, B, C。 
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A=m?— 


2 
nN 


_ (c22 加 (a2)2 


ca4 
B= 2mn 

一 2c2a? 
C=m 十 m2 


一 (ce2)? 十 (a2)? 


4 4 
过 从 半 疝 







































































根据 4 的 定义 
7 








据 C 的 定义 





) 寻 的 定义 





根据 BB 的 定义 
根据 m,n 的 定义 
机 

术 











R 据 m,n 的 定义 


得 到 (A, B,C) = (ct 一 ao4 2c2a2 ct 十 a4)。 因 为 a,b,c 是 


计算 可 得 






























































自然 数 ， 上 县 




















c>a， 所 以 4A, B,C 也 是 自然 数 。 
下 面 来 计算 4? + B?。 
A2+B*= (ct -al) + (2c0°)? Ct 入 A=c -a’,B=2c0 

= (c 一 2c4a +as) 十 (2c2a2)2 展开 (ct 一 a4)? 
= (cs — 2cta 十 as) 十 4cta4 展开 (2c?2a?)? 
一 cs 二 2c4a4 +as 计算 
= (ca 为 数 分 解 
一 CC 根据 C= ct+a? 

此 ，A4, B,C 就 变 成 了 满足 下 式 的 一 组 自然 数 。 

4+B=0° 
三 边 的 自然 数 ，C 是 佟 边 。 那 么 ， 来 想 





















































即 4, B,C 为 构成 二 


想 这 个 直角 三 角形 的 面积 1 
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角 三 角形 的 面积 























































































































































































































































































































。 代入 4 一 ct 一 ad 万 =2c2a2 
=(c a) 分 子 分 母 同时 除 以 2 
男 外 ， 由 as 十 b= ct 这 个 等 式 可 以 得 出 ct 一 a4 等 于 65。 我 们 利用 
这 个 条 件 ， 继 续 求 直角 乡 的 面积 。 
AB 
面积 = 2 ] 的 面 职 
(co 一 acza2 之 前 计算 的 结果 
be202 9 记 替换 人 全 
ci 调整 顺序 
(ab 构成 平方 数 的 形式 
所 以 这 个 三 角形 的 面积 为 平方 数 。 用 DD 替换 ab?c 就 清楚 了 ， 如 下 
所 示 。 
AB 2 
本 = 
此 可 以 推导 出 如 下 命题 








“存在 三 边缘 为 自然 数 ， 































































































下 积 为 平方 数 的 直角 







































































































































































攻 。 
另 一 方面 ， 由 “面积 不 构成 平方 数 的 直角 三 角形 定理 ”可知 如 下 命题 
成 立 。 
“不 存在 三 边缘 为 自然 数 ， 面 积 为 平方 数 的 直角 区。” 











这 就 构成 了 矛盾 。E 









































忆 此 由 反 证 法 可 知 : 
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7 十 y= 六 不 存在 自然 数 解 。 























































































































































































































这 样 就 证 明了 费 马 大 定理 虽然 只 证 明了 四 次 方 的 情况 。 
好 了 ， 这 样 我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。 
解答 8-3 ( 费 马 大 定理 : 四 次 方 的 情况 ) 
采用 反 证 法 。 
1. 假 设 痊 十 欠 = 闪存 在 自然 数 解 。 
2. 假设 这 个 解 (z,y,z) 等 于 (a, bc)。 
3. 令 m=c2, n=a2。 
4. 令 A=m?-n2,B=2mn,C=m?tn? 
5. 令 DD=ab?c。 
6. 于是， 存在 A? 十 B20?, 和 分 =D?。 
7. 这 与 解答 8-1 相 矛 盾 。 
8. 因此 ，zx4 十 y= 并 不 存在 自然 数 解 。 
8.5.3 就 差 填 上 最 后 一 块 拼图 
“我 们 的 工作 就 告 一 段落 了 。 米尔 嘉 一 脸 满 足 地 说 道 。 









































































































































居然 这 么 简单 就 证 明 出 来 了 ……… ”我 感叹 道 。 
因为 有 你 的 证 明 啊 。 正 因为 跟 你 订 
盾 。 我 做 的 只 是 填 上 最 后 一 块 拼 图 。” 








































































































E 明 的 命题 相悖 ， 我 才能 推导 出 矛 
































“感觉 好 了 不 起 啊 ……” 泰 休 拉 说 道 ,“ 用 反 证 法 的 话 
正明 的 命题 相 矛 盾 的 命题 就 可 以 了 呢 ……” 
泰 末 拉 全 神 贯 注 ， 准 备 自己 再 证 明 一 裔 米尔 圳 的 证 明 。 
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“这 张 卡片 是 村 木 老师 给 你 的 ?” 我 问 道 。 


















































真是 有 意思 的 证 明 。 和 泰 攻 拉 的 卡片 上 写 的 是 关于 “直角 三 角形 的 面积 ” 
的 问题 。 用 她 那 张 卡片 上 的 问题 得 出 的 结论 ， 居 然 能 证 明 FLT(4)。 
我 们 通过 数学 公式 ,将 直角 三 角形 的 图 
一 起 。 各 个 命题 并 不 是 散乱 的 小 星星 ， 而 是 像 星 座 那 样 在 某 处 相连 …… 
“对 了 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 村 木 老师 问 我 们 去 不 去 冬季 的 公开 研讨 会 。” 
“公开 研讨 会 是 什么 ?” 泰 打 拉 拾 起 头 。 
“在 大 学 举办 的 面向 公众 的 研讨 会 。 我 答 道 ,“ 也 就 是 讲座 。 村 木 老 
师 每 次 都 推荐 我 们 参加 。 去 年 我 和 米尔 嘉 还 有 都 宫 ， 我 们 三 个 人 去 的 。 
看 来 今年 也 是 12 月 份 举办 啊 。 
“人 家 也 想 去 ! ” 泰 洲 拉 举 起 双手 ,“ 啊 …… 不 过 既然 要 听讲 ， 是 不 是 
会 有 考试 啊 ? ” 
“没有 没有 。 我 说 ,“ 任 何人 都 可 以 参加 ， 所 以 不 用 担心 。 话 说 回来 ， 
今年 是 什么 主题 ? ” 


费 马 大 定理 。 ” 米尔 地 管道 。 















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































然后 终于 由 此 得 出 无 限 持续 ， 
满足 同一 条 件 并 逐渐 缩小 的 自然 数 。 
但 这 是 不 可 能 的 。 

因为 不 存在 无 限 缩小 的 自然 数列 。 
一 一 《 费 马 大 定理 》[] 








柯 贝 内 拉 抓 起 一 把 洁净 美丽 的 沙子 ， 
在 手掌 里 挫 开 ， 用 手指 沙沙 地 翻动 。 
“这 些 沙 子 都 是 水 晶 ， 每 粒 水 晶 里 面 都 有 一 小 股 火焰 在 燃烧 。” 
他 梦 绕 般 地 说 。 
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贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 





舍 " > 又 
宫 泽 


9.1 最 美的 数学 公式 


9.1.1 欧 拉 的 式 子 
“哥哥 ， 哥 哥 !” 
又 是 一 个 周末 ， 外 面 寒 风 阵 阵 ， 房 间 里 却 暖 洋洋 的 很 是 舒心 。 
尤 里 方才 还 在 安静 地 看 书 ， 不 知 怎 的 忽然 站 了 起 来 。 
我 把 视线 从 笔记 本 上 移 开 , 万 里 边 摘 眼镜 , 边 对 我 露出 带 有 深意 的 笑容 。 
“我 说 哥哥 ， 你 知道 “最 美的 数学 公式 ” 吗 ?” 
“知道 啊 ， 欧 拉 的 式 子 ，er = 一 1 是 吧 ?” 

















































































































































































































“最 美的 数学 公式 ”( 欧 拉 的 式 子 ) 
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“ 喊 ， 你 为 什么 会 知道 啊 。” 尤 里 的 脸 上 写 着 两 个 大 字 一 一 “无 聊 ”。 
“因为 很 有 名 啊 ， 只 要 是 理科 生 都 知道 。 

“是 吗 ? 话说 这 个 数学 公式 是 什么 意思 啊 ? ” 

“什么 是 什么 意思 ? ” 
“你 看 ， 义 股 定理 的 话 就 有 “直角 三 角形 三 边 的 关系 ”"， 这 个 网 拉 的 
式 子 呢 ?” 
“说 的 也 是 ……” 用 一 句 话 很 难 讲 明白 啊 。 
“比如 说 ，e 是 什么 ?” 
“是 自然 对 数 的 底 , 是 个 著名 的 常数 。e = 2.71828.…. 它 是 个 无 理 数 。” 
“ 没 听 说 过 。 那 个 ，e”* 的 i 是 六 = 一 1 对 吧 ?” 






































































































































































































































































































































“区 是 圆周 率 3.14. ?” 
十 ,区 = 3.14159265358979 .. 是 个 无 限 不 循环 的 无 理 数 。” 
“ 喇 …… 我 最 不 明白 的 是 e 的 ix 次 方 。” 


























eir (什么 意 局 \ 思 ? ) 







































































“大 家 都 明白 这 个 数学 公式 的 意思 吗 ?” 人 家 不 懂 啊 !” 尤 里 将 双 臂 交 
叉 在 胸 前 , “很 奇怪 不 是 吗 ? 要 是 23 我 就 明白 。 二 的 三 次 方 ,， 连 续 乘 3 
个 2 就 好 啦 ，e 也 一 样 ， 再 怎么 复杂 的 数字 终究 还 是 数字 啊 。 不 过 ir 次 
方 是 怎么 回 事 ? 难道 乘 ir 个 e 吗 ? 我 不 明白 。” 

































































































































































忆 
“说 什么 “最 美的 数学 公式 "， 我 还 以 为 是 什么 样 的 呢 ， 可 是 人 家 
了 这 个 er= 一 1 的 式 子 也 完全 不 明白 什么 意思 。 没 法 说 它 “ 美 " 吐 ! 7” 
我 不 知 怎 的 ， 竟 然 觉 得 有 些 高 兴 。 
“无 里 真 聪明 啊 ………” 我 想 要 摸 摸 她 的 头 ， 尤 里 却 拨 开 了 我 的 手 。 















































th 
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“我 说 …… 别 随 随便 便 摸 女孩 子 头发 ! ” 
ne 我 们 平常 看 到 23 就 会 想到 “连续 乘 3 个 2’ 对 吧 。 但 是 















































为 了 理解 欧 拉 的 公式 ， 我们 必须 把 这 个 想法 远 远 掀 开 。 这 个 嘛 …… 因 为 
ee 二 一 1 这 个 式 子 属 于 “ 欧 拉 的 公式 的 特殊 情况 ， 所 以 可 能 先 学 欧 拉 的 
公式 会 比较 好 。” 
‘ 那 就 教 给 人 家 嘛 ! 把 e 乘 i 次 有 意义 吗 ?” 
“虽然 需要 转换 一 下 思维 ， 不 过 还 是 很 有 意义 的 。 想 听 吗 ?” 
“ 咖 ! 不 过 人 家 也 能 明白 吗 ?” 
“能 明白 的 。 只 要 稍微 降低 一 下 严谨 度 ， 过 程 应 该 不 是 很 难 。” 
我 走 到 房间 中 央 的 小 桌子 前 坐 下 ， 翻 开 了 笔记 本 。 尤 里 在 我 旁边 扑 
通 坐 了 下 来 。 
我 妈 敲 陨 门 走 了 进来 ， 满 脸 忍 俊 不 禁 。 

“不 好 意思 打搅 你 们 学 习 了 ， 有 位 可 爱 的 “跟踪 狂 ” 从 刚才 开始 就 在 
大 门 前 走 来 走 去 。 是 不 是 你 的 朋友 啊 ?” 

跟踪 狂 ? 

我 打开 大 门 ， 只 见 一 个 小 个 子女 生 在 门口 慌乱 地 践 来 践 去 。 


是 泰 休 拉 。 

























































































































































































































































































































































































9.1.2 欧 拉 的 公式 
我 们 回 到 了 我 的 房间 。 
小 小 的 桌 前 ， 围 坐 着 我 、 尤 里 还 有 泰 打 拉 。 我 妈 拿 来 了 红茶 和 蛋糕 






























































> Am | 


1 家 就 行 。 















































泰 条 拉 舌 头 都 打 结 了 ， 紧 张 得 不 行 。 
“对 对 对 对 对 不 起 ,我 没 想来 学 长 家 里 打扰 学 长 ， 只 是 偶然 路 过 ……” 
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“没什么 ， 刚 刚 我 在 跟 尤 里 一 起 研究 数学 呢 。” 


“好 久 不 见 ， 泰 条 拉 。” 
我 ， 她 们 俩 从 尤 里 动 完 手 术 出 院 以 后 就 没 见 过 了 。 











尤 里 打 了 个 招呼 。 
























































咀 


“学 长 在 解 题 吗 ? 




















” 泰 条 拉 问 我 。 





“我 在 解释 欧 拉 的 公式 











… 这 就 是 欧 拉 的 公式 。” 


ei? =cos0+ising 


个 人 互相 对 视 了 一 阵子 ， 不 一 会 儿 ， 深 深 地 向 对 方 行 了 个 礼 。 




















首先 忘记 虚数 单位 i， 先 试 



























































这 就 是 欧 拉 的 公式 。 
个 式 子 左边 是 指数 函数 ， 右 边 却 是 三 角 函 数 。 
指数 函数 是 急剧 增 大 的 函数 。 














yh 

y 二 e” 的 图 像 
用 
O 











指数 函数 的 图 像 
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三 角 函 数 是 波状 图 像 。 











1 y 三 cosz 的 图 像 








y= sin 2 的 图 像 









































在 欧 拉 的 公式 中 ， 指 数 函 数 和 三 角 函 数 这 两 个 具有 截然 不 同性 质 的 






















































































TH 








数 居然 被 用 等 号 连接 了 起 来 。 真 是 奇妙 啊 。 
首先 ， 先 说 一 下 能 从 欧 拉 的 公式 推导 出 欧 拉 的 式 子 好 了 。 先 把 欧 拉 


的 公式 写 在 这 里 。 








攻 
















































































el? =cos0+isinO 


























邮 周 率 x 代 入 公式 ， 替 换 公式 中 的 变量 4。 











es 
EK 
了 





e' ”=cosniisinn 
































看 之 前 y= cos zz 的 图 像 就 能 得 到 cos x 的 值 了 。 因 为 当 x = 时 y= 一 1， 
所 以 cosr = -1， 由 此 我 们 可 以 得 到 以 下 式 子 。 






































e "= 一 1 二 isinxnx 
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看 y= sinz 的 图 像 就 能 得 到 


sinNX = 06 


区 


























最 后 ， 我 们 用 i x 0 = 0 这 个 条 














公式 ” 指 的 是 欧 拉 的 公式 中 0= 时 的 情况 。 








sinz 的 值 。 因为 当 xz=z 时 y=0, 所 以 




















证 光志 





条 件 。 看 ， 得 出 了 欧 拉 的 式 子 。 



































也 就 是 说 ,“ 最 美的 数 等 


© © © 


“我 说 哥哥 ……: 等 一 下 嘛 ， 














欧 拉 的 公式 中 出 现 欧 拉 的 式 子 这 点 人 家 能 























证 

















会 明白 指数 函数 和 三 角 函 数 什 么 的 嘛 ! ” 








4 么 





明 ? 喇 是 人 家 还 是 村 9 


4 四. 目 ， 9 
生 和 Eo 





























泰 洒 拉 微 笑 着 看 痢 我 和 尤 里 。 














“哥哥 ， 话 说 回来 ，sin z 不 是 sin 乘 以 z 吗 ?” 





“ 呢 ， 不 是 。sin x 是 个 函数 。 加 个 括号 写成 sin(z) 应 该 更 好 理解 吧 。 




































































知道 了 z 的 值 , 就 知道 了 与 









































之 相对 应 的 sin z 的 值 。 这 就 是 函数 。 打 个 比方 ， 

















sinzx 二 0。 你 看 y= sinz 的 图 像 ， 




















sin0 的 值 是 0。 意思 是 当 z=0 时 ， 


是 通过 (zx,y) = (0, 0) 这 一 点 吧 。” 





















































同 理 ,， 当 xz = 于 时 ，sinz 王 1， 当 


























当 z= 区 时 ，sinz=0。 从 图 像 看 











线 吧 ?” 


























“了 咽 … 这 个 是 叫 正 弹 





“ 没 错 。 满 足 y= sin z 
“人 家 明白 了 啦 。” 


















































的 点 (z,y) 的 集合 就 构成 正弦 曲线 。” 














是 多 少 ?” 








“ 那 尤 里 ，cos zt 的 值 
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不 知道 。 
畏 咀 ， 看 看 图 像 啊 !” 
阿 ， 这 样 啊 。 咽 ……cos 这 边 是 吧 。 当 z 等 于 x 时， 纵 坐标 位 于 
线 下 面 啊 。 是 -1 吧 ? 是 吧 ，cos 一 一 1。” 
“ 嗯 ， 管 对 了 。 尤 里 你 明白 了 啊 。” 
“所 以 人 家 都 ! 说 ! 了 ! 人 家 明白 了 啦 ! 话说 回来 , 人 家 问 的 是 e” 啊 !* 
我 跟 尤 里 你 一 名 我 一 句 地 说 着 ， 泰 淋 拉 则 静 静 地 喝 着 红茶 。 总 觉得 
她 跟 平 时 有 些 不 同 ， 似 乎 在 享受 这 种 氛围 般 ， 微 微 地 笑 着 。 
“这 房间 给 人 一 种 很 安心 的 感觉 呢 。” 
9.1.3 ”指数 运算 法 则 
“ 那 我 们 脱离 欧 拉 的 公式 ， 先 从 基础 的 地 方 开始 理解 。 如 果 有 什么 不 
明白 的 ， 尤 里 和 泰 条 拉 都 可 以 打 断 我 。 在 看 到 23( 二 的 三 次 方 ) 这 个 数学 
公式 时 ， 我 们 已 经 自然 而 然 地 会 想到 指数 ， 即 位 于 2 右上 方 的 小 3, 它 
表达 的 是 “ 乘 以 2 的 个 数 ”。” 
23=2x2x2 
乘 以 3 个 2 
“ 误 ， 这 个 型 错 了 吧 ? ” 尤 里 问 道 。 
“不 ， 没 弄 错 ， 百 分 百 正确 。 如 果 指 数 是 1, 2, 3, 4,.… 的 话 ， 也 可 以 
将 指数 表达 为 “ 乘 以 的 个 数 " 。 当 然 ， 当 指数 为 1 的 时 候 实 际 上 不 能 构成 
乘法 运算 ， 这 个 不 用 我 说 吧 。” 
2 
乘 以 1 个 2 
“ 叫 。 我 明白 。 尤 里 回答 。 泰 淋 拉 也 点 头 。 
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“那么 当 指数 为 0 时 会 如 何 呢 ? 2 等 于 多 少 ? ”我 问 道 。 
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万 里 日 答 。 








应 该 等 于 1 吧 ? ” 泰 杀 拉 回 答 。 














“ 泰 条 拉 回 答 正确 。2 是 等 于 1 的 。” 


























20=1 


“ 族 ? 为 什么 ? 明明 乘 以 0 个， 为 什么 不 是 0 啊 ?” 


“ 泰 末 拉 你 能 
“ 咽 ? 让 我 来 解释 吗 ? 不 好 意思 ， 我 说 不 好 。 

















解释 一 下 为 什么 2 一 1 吗 ?” 



































1 





“这 么 想 就 能 理解 了 ， 像 2%, 23, 2”, 27, 2? 这 样 ， 把 指数 逐次 减 去 1， 





























这 样 来 计算 结 且 











会 有 怎样 的 变化 呢 ?” 

















24 一 2x2x2x2=16 
23—-2x2x2=8 


22—-2x2=4 
2'~=2=2 
2 三 学 








“16 一 8 一 4 一 2， 每 次 都 会 变 成 原来 的 一 壮 呢 。 
“对 ， 如 果 从 2” 的 指数 n 减 去 1， 那 么 2” 的 值 就 会 变 成 原来 的 二 分 





























之 一 。 如 果 我 1 
就 不 用 我 说 了 















































门 从 21 的 指数 中 减 去 1， 那 么 2° 会 变 成 什么 ， 按 照相 容 性 
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Ln 
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“因为 是 2 的 一 半 所 以 ……: 阿 ， 得 1! 原来 29 = 1 啊 。” 






































“是 啊 。 所 以 我 们 确定 20 = 1。” 
“ 呆 不 过 感觉 有 点 不 能 接受 踢 。 




































































听 着 听 着 就 越 来 越 不 明白 了 。 就 像 尤 里 说 的 那样 ， 总 觉得 
































乘 以 0 个 得 1 …… 很 别扭 。 感 觉 像 是 硬 加 上 去 的 结论 ………” 

















“上 虽 虽 


尔 们 的 思 
指数 理解 成 “ 乘 以 的 



































兰 三 分 ， 人 硬 加 















































具体 例子 ， 























明 











“不 过 说 到 “ 乘 以 0 个” 你 就 搞 不 清楚 了 1 














象 0 和 


魏 0 个 四 





上 去 的 。 


路 又 回 到 “ 乘 以 的 个 数 ” 
个 数 "， 就 不 可 能 理解 了 。 
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即 




















的 数学 公式 


可 去 了 。 我 说 ， 


时 理解 了 ， 也 会 觉得 
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~ \ 





























竺 “ 乘 以 的 个 数 ” 这 里 ， 


























9 然 数 的 束缚 。 也 就 是 说 ,虽然 能 明 























1 这 样 

















息 ! 就 是 








没有 ” 


嘛 。 
a 










































































下 [二 






































“这 个 嘛 ， 是 这 样 没 错 …… ? 
“而 且 ， 要 是 说 到 一 1 个 你 该 怎么 办 呢 ?” 
“一 1 个 就 是 借 了 1 个 嘛 ， 就 是 这 人 么 回 
“ 嗯 ， 这 种 “解释 在 某 些 让 

你 能 明白 ，' 解 释 " 也 是 有 限度 的 。0.5 个 呢 

































































考 指数 。 我 


定义 指数 ， 而 是 用 


“ 嗯 ， 所 以 说 ， 只 在 











始 人 家 前 


EL 问 的 这 个 啊 。” 
































然 数 的 情况 下 ， 











至 况 下 是 对 的 ”我 点 头 ， 


EE? zx 个 怎么 办 ?i 个 呢 ? ix 





只 要 思维 还 停留 
9 1,2,3,4,: 
脱离 自然 数 ， 就 会 弄 不 清楚 了 。 

















[eg 
3 
Ttk 
IE 
< 




















我 们 才 用 
































3 膏 ， 个 用 
































门 不 去 强行 解释 0 个 和 一 1 个 的 
“ 数 和 ” 来 定义 。 我 们 
EL 





要 站 在 这 





























“用 数 
“对 。 现 





























其 满足 指数 运 


公式 








指数 运算 法 则 





在 我 人 
算法 贝 


























含义。 我 们 和 





2 9 
95 x 2t 9stt 
2 可 < 


尺 拉 和 尤 里 同时 提出 
巴 指数 按 下 面 


1 了 疑问 。 


























“但 是 和 希望 万 里 


“ 乘 以 的 个 数 ' 来 思 
“ 乘 以 的 个 数 ' 来 
个 立场 去 想 问 题 。” 


这 样 定义 ,使 
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“一 般 情 况 下 也 可 以 用 正 数 a > 0 解释 指数 运算 法 则 ， 不 过 举 出 具体 
数字 更 容易 思考 ， 所 以 我 用 2 来 解释 。” 

“学 长 ， 在 讲 之 前 我 有 个 问题 ……” 泰 条 拉 举 起 手 ,“23 的 3 叫 作 “ 指 
数 ” 是 吧 ， 那 么 23 的 2 叫 什么 呢 ?” 











区 





“ 嗯 ， 非 常 在 平 








“ 叫 作 “ 底 '， 也 叫 “底数 




















“ 泰 条 拉 你 很 在 乎 叫 什 么 吗 ? ”万 上 





1 问 道 。 

















o 这 人 么 重 要 却 叫 不 出 名 可 














叫 出 名 字 ， 不 就 
“ 嗯 ， 是 这 样 























安心 了 吗 。 尤 是 



























































待 在 一 起 一 对 





但- 大 上 
宛 侍 共和 才 














， 心 里 岂 不 是 很 没 底 吗 ? 


你 不 这 么 觉得 吗 ?” 


























“哥哥 ! 继续 





已 下 沉静 成 熟 J 许 























J 色 ? 这 么 跟 尤 一 





mb 
EC 









































指数 运 旬 














“比如 说 对 














我 们 
































95 x ot = Datt 
































难 办 晓 。 ” 
哦 ri 然后 呢 
“计算 右边 的 指 



































所 以 ， 在 指数 运算 法 则 








9 RD 


D3 


Ea 





数 1+0=1， 则 存在 以 下 等 式 。 


9! eid 





兰芝 ] 





法 则 定义 指数 ! 
要 研究 2" 的 值 ， 指 数 满足 指数 运算 法 则 。 
































指数 运算 法 则 我 们 可 知 27 的 值 ，2? 


2x2° 


2。 因 此 可 得 
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到 如 下 等 











三 2 





' 代 入 s 二 1,t 二 0， 这 个 等 式 也 成 立 。 不 成 立 就 
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在 等 式 两 边 同时 除 以 2 的 话 ，2°? 的 值 就 确定 为 1 了。” 
20=1 

“等 一 下 等 一 下 !” 尤 里 说 道 , “刚才 我 们 干 了 什么 ? 没 把 指数 想 成 “ 乘 
以 的 个 数 '， 直 接 用 指数 运算 法 则 定义 …… 吗 ?” 

“原来 如 此 ……… ” 泰 条 拉 点 头 ,“ 看 着 指数 运算 法 则 ， 想 办 法 让 指数 

出 现 0， 然 后 由 21 的 值 确定 2° 的 值 ……” 

“就 是 这 样 。 你 们 已 经 成 功 脱离 “ 乘 以 几 个 2” 的 想法 了 ,我 们 以 指 
数 运 算法 则 为 基础 确定 了 要 求 的 值 。 

“我 想起 来 了 ……” 泰 条 拉 说 道 ,“ 原 来 听 过 23 等 于 V2。 要 遵守 相 容 
性 对 吧 。 严 格 按照 指数 运算 法 则 算出 0 次 方 。” 

泰 末 拉 看 上 去 理解 得 很 透彻 了 。 

而 尤 里 却 在 抱怨 。 

“哥哥 ， 刚 刚 泰 条 拉 说 的 我 也 懂 ， 可 是 就 是 接受 不 了 嘲 …… 刚 刚 代入 
了 s=1t=0 吧 ， 可 是 就 这 样 随便 想 个 值 好 吗 ?” 用 别 的 s,t 会 不 会 得 出 
别 的 值 呢 ……: 咽 ， 我 说 不 好 ……” 

我 举 起 手 ， 示 意 尤 里 停 一 停 。 

“感觉 真 敏锐 啊 …… 没 事 ， 我 明白 你 想 说 什么 。 你 想 问 指数 运算 法 则 
究竟 有 没有 满足 相 容 性 是 吧 。 "定义 指数 ， 使 其 满足 指数 运算 法 则 ”这 点 
没什么 问题 ， 但 是 不 是 适用 于 所 有 指数 呢 ? 数学 上 将 这 种 严格 适用 于 所 




















“well-defined。” 尤 旦 
























































有 情况 的 定义 称 为 well-defined。” 




















EE 是 





旦 发 J 





遍 。 














“数学 领 
的 。 不 能 随便 





成 





yy 
请 








创造 法 则 ， 虹 











在 还 没有 证 明 


























， 但 


1 要 定义 什么 





的 时 候 ， 必 须 说 














便 定义 概念 。 这 相 

















E 明 这 个 定义 是 well-defined 








就 失去 相 容 怕 





E 了 。 昌 然 现 





指数 运算 法 则 是 well-defined 的 。” 
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无 矛盾 性 吗 …… 我 刚刚 表达 为 “ 相 容 ”。 这 不 就 是 无 矛盾 性 吗 ? 同样 运用 
指数 运算 法 则 ， 如 果 2? 的 值 一 会 儿 是 1， 一会儿 是 0， 这 就 矛盾 了 。 可 LP 











跟 她 们 





< 


着 well-defined ， 我 想起 了 米尔 嘉 说 过 的 话 。 



























































































































































断言 , 像 这 样 具 有 矛盾 的 法 则 中 不 能 存在 2 这 个 概念 。 原 来 如 此 …… 的 确 ， 
“无 矛盾 性 是 存在 的 基石 ”。 


























































































































“Is the term ‘well-defined ”well-defined?” 泰 打 拉 问 道 
“什么 ?” 

“well-defined 这 个 概念 是 well-defined 的 吗 ……… 

“ 泰 条 拉 …… 你 到 底 是 何人 ?” 


9.1.4 ”一 1 次 方 , 二 次 方 




















“我 说 ， 是 不 是 也 可 以 算 负 数 次 方 啊 ?” 尤 里 问 道 。 
我 们 试 试看 吧 。 咽 …… 假 如 让 s = 1,t= 一 1…… ，， 
“不 嘛 ， 让 人 家 来 ! 根据 指数 运算 法 则 对 吧 ……” 



































C= 





























2° x 2: = 251t 外 数 运算 法 则 
21 x 2-1 = 21+(7)) 代入 s=1,t= 一 1 
21 x 271=2° 计算 1+(-J) =0 
2x2-1=1 因为 2 =22 =1 
-1 于 
De 等 式 左右 两 边 同 时 除 以 2 





孚 出 来 啦 ! 原来 2 = 二 啊 。 


6 在 






































“ 咽 ， 解 出 来 了 。 我 说 。 
“学 长 ， 这 下 关于 所 有 的 整数 n==…, 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,…，2” 的 














值 者 

















确定 了 对 吧 。 
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lg 
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“ 训 ? 为 什么 啊 ?” 

“因为 根据 指数 运算 法 则 ， 乘 以 21 指数 就 相应 地 加 上 1， 乘 以 2-! 指 

数 就 相应 地 减 去 1。” 

“ 啊 ， 这 样 啊 。 之 后 只 要 重复 就 好 了 。” 尤 里 点 头 。 
“ 没 错 。 运 用 指数 运算 法 则 ， 不 仅 可 以 算 整 数 的 次 方 ， 还 能 算 有 理 数 

的 次 方 哦 。 打 个 比方 ， 我 们 来 算 一 下 23 的 值 。” 





































































































































































































































































































(2°)’ = 2 指数 运算 法 则 
3)” 282 As li 
(23) =2 代 估 8 三 了 三 
二 2 二 入 工 . 2 一 
(2 ) =2 算 - = 
1\2 
(23) 一 2 计算 21 二 2 
23 = V3 两 边 同时 开平 方 
“对 对 ， 当 次 方 是 平方 根 呢 。” 泰 条 拉 说 道 。 
“ 叫 …… 最 后 那里 好 像 有 点 奇怪 吧 ? ” 尤 里 问 道 。 
“ 嗯 ， 我 没 解释 到 位 ， 尤 里 你 居然 注意 到 了 .………: 2 
“什么 奇怪 啊 ?” 泰 打 拉 重新 看 遍 式 子 。 
























































“这 个 嘛 ， 在 求 平方 根 那里 。” 尤 里 说 道 。 
“对 ， 在 求 平方 根 的 时 候 ， 必 须 说 明 23 > 0。 因 为 平方 得 2 的 数 有 
二 V3 和 一 V2 两 个 数字 。” 


“哎呀 蚜 …… 天然 还 有 条 件 挡 着 呢 ! ” 泰 打 拉 说 道 。 




















































































































9.1.5 指数 函数 
“我 们 的 目的 是 查 明 欧 拉 的 公式 ， 所 以 下 
的 微分 方程 来 思考 指数 函数 。” 


“微分 方程 *?” 尤 里 问 道 。 























I 


























省 微 加 快 点 速度 ， 从 e” 
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“ 求 微 分 后 形式 也 相同 ” 


一 一 一 
他 % 
B 
— 
上 上川 
[qo 一 
8 
NT 


“我 们 假设 指数 函数 是 满足 以 上 这 样 的 微分 方程 的 函数 。” 
“哥哥 你 一 口 一 个 微分 方程 ， 人 家 听 都 没 听 过 。” 
“ 嗯 ,说 的 是 啊 ， 不 过 你 等 一 下 ， 即 使 不 理解 微分 方程 ， 只 要 明白 这 
个 式 子 的 形式 就 可 以 了 …… 为 了 求 指数 函数 的 具体 形式 , 我 们 像 下 面 这 样 ， 
巴 指数 函数 写成 协 级 数 的 形式 。” 







































































































































































e7=Qa0o+alz+ a2r? + asr + 
“又 出 来 新 词 了 .……: 过 级 数 ?” 





























“ 词 是 很 难 ， 不 过 你 只 看 数学 公式 就 行 了 。 














。ao 指 的 是 z 的 0 次 方 项 ， 系 数 是 ao。 
。ailz 指 的 是 z 的 1 次 方 项 ， 系 数 是 al。 








。a222 指 的 是 z 的 2 次 方 项 ， 系 数 是 a2…… 
然后 ， 我 们 把 x 的 0 次 方 项 、 1 次 方 项 、 2 次 方 项 a 这 些 项 无 限 相 加 ， 









































把 这 个 相 加 的 式 子 称 为 寡 级 数 。 我 就 是 想 用 需 级 数 的 形式 表示 指数 函数 。 
“这 能 行 吗 ?” 
“这 个 …… 尤 里 你 这 话 真 犀利 啊 ， 不 是 什么 函数 都 能 用 窜 级 数 来 表示 

的 。 但 是 关于 这 点 我 们 先 …… 省 略 。” 

“ 喇 …… 好 吧 ， 就 放 你 一 马 。 
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“ 求 微 分 是 从 函数 创造 函数 的 一 种 方法 。 用 prime (') 这 个 符号 。 关 
于 微分 ， 现 在 我 们 只 需要 考虑 两 条 法 则 : 第 一 条 法 则 是 ， 常 数 的 微分 结 
果 等 于 0; 另 一 条 法 则 是 ，z“ 的 微分 结果 等 于 kz*1。 刚 才 我 说 的 两 条 
法 则 可 以 像 下 面 这 样 用 数学 公式 表达 。 
(0) =0 
(z*) ke 
接着 , 我 们 试 着 把 这 两 条 法 则 应 用 到 刚才 的 “指数 函数 的 宕 级 数 ” 上面。 
(其 实 必须 证 明 微 分 算 子 的 线性 和 对 于 知 级 数 的 可 适用 性 ， 不 过 在 此 就 
省 略 了 。 ) 
“那个 …… 秦 末 拉 你 明白 这 些 吧 ?” 
“ 嗯 ， 原 来 做 过 一 些 这 方面 的 题 。” 
[3 哇塞 ! 99 











ez 一 ao 十 aiz 二 aaz2 十 asz3 十 …. 
# 
(ez) = (ao + aiz 二 aaz2 + aaz + 


(ez) =0+1lal 十 2aoz 十 3asz2 十 .…. 











““ 求 微分 后 形式 也 相同 

















指 的 就 是 指数 函数 的 


指数 函数 的 戎 级 数 
对 等 式 两 边 求 微分 


计算 右边 式 子 

















方程 。 也 就 是 说 ， 


























等 式 (ez)'/ 和 eT 


成立 。 我 们 和 

















5 边 都 换 成 需 级 数 的 


UL 



































(e®) = ez 
lal 十 2a2z 十 3asz2 十 .一 ao 十 oz 十 aaz2 十 aaz3 1 
这 样 比较 一 下 等 式 两 边 的 系数 ， 就 可 以 得 到 以 下 等 式 。 
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lai 一 Q0 
2a2 i 
3a3 一 Q2 
kax 一 QK 一 1 









































好 好 看 一 下 这 些 等 式 , 确定 了 ao 的 值 , ai 的 值 也 就 确 

















把 它们 稍微 变 个 形式 ， 就 可 以 写成 以 下 这 样 。 


人 





a 
Ql 三 也 

a 
02 = 

a 
Q3 = 本 

— Qk—1 

Qk = 



















































































然后 as 的 值 也 就 确定 了 ……… 就 像 这 样 ， 
那么 ao 是 什么 ? 实际 上 考虑 一 





ez 一 ao 十 


代入 z=0， 就 可 以 消去 ai7z 











和 定 了 。 确 定 了 




















ai 的 值 ， 





























跟 多 米 诺 骨 有 牌 


样 一 个 个 




















确定 值 。 























下 e 的 害 级 数 ， 就 不 




















名 
aiw 十 Qawm 十 Q32 ” 填 … 





角 定 ao 的 值 








了 。 

















Haaz2 十 aaz3 十 …， 





和 zx 的 部 分 了 





























为 我 们 已 知 在 微分 方程 中 e? = 1， 所 以 …… 





e 一 ao 十 al 


x 二 00 


.0+aa:02+aas: 0 十:…: 











了 
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也 就 是 说 ao = 1。 既 然 确定 了 a0……” 
Ql 二 
Ee 
02 至 汪 一 2 
aa 1 
(3 
— Qk-l1 _ 1 
Qk Ek kk...3.2.1 
2 3 
Zz 化 
8” 过 于 村 | 十 a 
“和 














“因为 在 这 



































阶乘 表示 为 有， 所 以 可 得 以 下 等 式 。 























这 是 将 指数 函数 e” 泰勒 展开 得 到 的 震级 数 。 在 此 ， 我 们 明确 写 出 z" 和 z: 
导 十 ， 再 把 0! 看 作 1， 用 简明 易 懂 的 形式 表示 出 来 。 





的 指数 和 前 面 的 符 














































































































ID 
* Co 


9.1.6 ”遵守 数学 公式 

















屋 ? 97 


“那么 ， 接 下 习 














到 指数 函数 的 高 潮 部 分 喉 。 


“刚才 我 们 丢掉 了 “指数 表示 的 是 乘 以 的 个 数 ” 这 个 概念 对 吧 ， 取 而 


代 之 ， 我 们 # 

















巴 它 忆 

















解 成 遵守 指数 运算 社 


则 这 个 数学 公式 的 数字 。 从 数学 
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公式 具有 的 相 容 性 出 发 ， 延 伸 指 数 的 含义 。 这 次 我 们 再 重复 一 这 刚才 的 
工作 ， 也 就 是 说 利用 数学 公式 来 定义 指数 函数 。 怎 么 办 呢 ?” 我 们 把 刚才 








中 
晤 

























































































进行 “指数 函数 定义 ”。” 

“ 吓 ?” 人 家 不 太 明 白 呢 。 我 说 哥哥 ,不 是 之 前 有 过 指数 函数 ,我们 已 

经 把 它 泰勒 展 开 了 吗 ?” 
确实 是 这 样 。 不 过 在 泰勒 展开 的 时 候 ， 指 数 函 数 e” 的 z 毕竟 

还 在 实数 范围 内 。 现 在 我 们 想 在 指数 函数 e” 的 > 里 加 入 复数 ， 所 以 要 利 

泰勒 展开 得 到 的 适 级 数 这 种 数学 公式 的 形式 ， 来 定义 指数 函数 。” 






















































































































































































“ 喔 ? 时 
“还 记得 欧 拉 的 公式 无 边 是 什么 样子 吧 ?” 





























对 吧 ? 为 了 求 出 e， 我 们 在 指数 函数 的 震级 数 中 代入 z = 让。 这 可 
以 说 是 出 于 对 数学 公式 的 信任 而 进行 的 “大 胆 的 代入 。 
































rT z0 | zl rx? | 3 

To Ta 

‘0 (9) , (10)! 692 (0)? 
eo 2 3 





















































代入 z =i09， 再 利用 这 = 一 1， 则 1 二 i 一 一 1 忆 一 i 王 的 循环 就 派 上 大 用 


“ 啊 啊 啊 啊 啊 啊 !” 泰 条 拉 沉 默 了 好 一 会 儿 ， 突 然 爆 发 了 。 
“ 咋 了 昨 了 昨 了 ?1 ” 尤 里 也 跟着 大 叫 起 来 。 
“什么 事 啊 ?1 " 我 妈 赶 过 来 了 。 
为 什么 连 老 妈 都 过 来 了 啊 …… 





















































9.1. 


“对 不 起 对 不 起 ， 没 什么 。 我 只 是 在 


6 


“我 知道 cos0 和 sin 9 的 泰勒 展 


9 
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7 向 三 角 函 数 架 起 桥梁 
么 条 拉 ， 什 么 让 你 那么 吃惊 啊 ? ” 












































吃 惊 a 







































































尤 里 问 道 。 











” 泰 末 拉 红 了 脸 。 






















































































































































































“不 愧 是 高 中 生 。” 
“不 ， 内 是 学 长 ……: 私下 有 教 过 我 。” 
尤 里 一 瞬间 露出 了 不 开心 的 表情 ， 不 过 马上 就 恢复 了 原样 。 
“cos 9 和 sin 9 的 泰勒 展开 是 什么 样子 的 ?” 
“是 这 样 的 。 
cos 9 的 泰勒 展开 
60 02 0 06 
w= 
sin 0 的 泰勒 展开 
01 93 0 9 
sin0 Th 3l | 可 一 可 | 
“ 喔 ? 然后 呢 ?" 尤 里 问 道 。 
“ 尤 里 你 不 觉得 很 吃惊 吗 ?” 
“为 什么 要 吃惊 啊 ?” 
“因为 欧 拉 的 公式 不 是 已 经 出 来 了 吗 ?” 
< 认 ?， 
“你 看 ，cos 9 是 0,2,4,6,.…… 这 样 ， 只 出 现 了 偶数 对 




















巴 。 而 sin 0 是 


280 镍 9 千 
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明 

















7 这 样 ， 只 有 奇数 对 吧 ? ” 
尤 里 似乎 还 不 太 明 白 。 
“就 是 这 样 。” 我 说 ,， “和 泰 条 拉 先 注意 到 了 。 总 之 ， 先 好 好 看 看 指数 
数 ez 和 三 角 函 数 sin 0，cos 9 的 泰勒 展开 ， 然 后 欧 拉 的 公式 就 会 出 来 了 。 
“ 译 ? 光 用 说 的 人 家 怎么 能 明白 咏 ， 要 写 出 来 解释 给 人 家 听 嘛 ~ ” 
“好 好 二 申 
© © © 
好 好 ……… hb 么 首先 写 出 e” 的 泰勒 展开 。 
Z0 21 zx? 03 x4 25 
i 
然后 ， 代 入 zx = ig (大 胆 地 代入 )。 
0 (0 (0) (0)? (gb (0) (i0)5 
eT 5 3 "al Bh 
计算 (i9)*=i*0*。 
莉 i000 il101 1202 1303 1404 i505 
tortrt oart st at sr + 
然后 利用 这 1， 只 留 下 奇数 次 的 i。 这 时 也 得 注意 符号 。 
ig_ ,0 i 0 i 0 io 
rot a atata 
接 下 来 把 9 的 偶数 次 项 和 奇数 次 项 分 开罗 列 。 
ee 00 02 04 
9 的 偶数 次 项 = 十 页 二 可 十 而 一 
ig! i03 i05 
0 的 奇数 次 项 三 舌 刷 有 








白 了 吗 ? 在 指数 函数 e” 的 适 级 数 














' 代 入 xz =i09， 然 后 就 把 9 的 偶 
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数 次 项 和 奇数 次 项 分 开 了 。 虽 然 和 泰 打 拉 写 的 三 角 函 数 的 泰勒 展开 一 对 
比 就 明白 ,不 过 “9 的 偶数 次 项 ”是 cos 9 的 泰勒 展开 ， 而 “9 的 奇数 次 项 ” 
是 在 sin9 的 泰勒 展开 中 乘 了 一 个 i。 把 它们 加 在 一 起 ， 欧 拉 的 公式 就 出 
来 了 5 



































































































































0! 1! 21 3! 4! 51 
00 0 0 
- (+ i ) 知 号 中 是 cos 0 
0 0 0 . 
| i:( TT 一 可 | I ) 括号 中 是 sin0 


一 cos0 十 isinO0 































































































虽然 略 去 了 很 多 需要 严谨 讨论 的 部 分 ， 不 过 总 算 完 成 了 。 如 何 ， 尤 里 ? 
© © © 
“如 何 ， 尤 里 ?” 
“ 咕 …… ” 尤 里 皱 着 悄 头 认真 地 思考 着 ,“ 我 说 哥哥 ， 这 次 讲 的 欧 拉 



























































的 公式 ， 人 家 还 没有 完全 明白 。 就 这 样 突然 跳 到 指数 函数 、 三 角 函 数 、 
微分 方程 太 难 了 啦 。 人 家 感觉 脑子 都 快 炸 了 啦 。 

万 里 双手 盘 在 胸 前 ， 继 续 说 着 。 
“不 过 啊 ， 也 有 人 家 能 明白 的 部 分 ， 就 是 ez 的 意思 。 在 听 哥 哥 讲 以 
前 我 都 一 直觉 得 ，ir 次 方 肯定 没有 意义 ! 因为 我 一 直 认 为 指数 就 是 “ 乘 
以 的 个 数 " 。 是 泰 洒 拉 说 的 吧 ， 没 理 也 要 辩 三 分 ， 硬 加 上 去 的 。 不 过 听 哥 
可 用 需 级 数 讲 过 以 后 ， 人 家 才 明 白 自 己 之 前 都 错 了 。 这 不 是 硬 加 上 去 的 ， 
不 是 用 “ 乘 以 的 个 数 " 来 定义 指数 ， 而 是 用 指数 运算 法 则 这 个 数学 公式 来 
定义 。 还 有 ， 指 数 函 数 e" 也 是 用 震级 数 这 个 数学 公式 定义 的 。 
尤 里 用 力 地 点 了 好 几 次 头 ， 马 尾 辫 配 合 痢 头 部 的 摆动 摇晃 着 。 
“万 里 真 聪明 ! 居然 能 明白 这 么 多 ! ”我 忍 不 住 赞叹 。 




































































































































































































































































































































































































































































































































































了 。 泰 打 拉 说 道 ,“ 用 


77 














“学 长 ， 刚 才 尤 里 一 说 我 也 感觉 到 
则 定义 ， 还 有 用 舌 级 数 定义 ， 学 长 都 
“ 嗯 ， 就 是 这 样 。 可 以 说 是 “信赖 数学 公式 ”。” 
有 学 长 …… 我 觉得 舌 级 数 特 别 厉害 。 居 然 能 把 像 指 数 函 数 和 三 
函数 这 样 看 上 去 完全 没有 联系 的 事物 联系 在 一 起 。 这 也 可 以 说 是 很 大 程 
度 上 的 同等 看 待 吧 。 需 级 数 在 指数 函数 和 三 角 函 数 之 间架 起 了 桥梁 。 
“确实 如 此 。 我 表示 同意 ,“ 虚 数 单位 i 也 很 有 趣 。 光 是 知道 记 = 一 1， 


象 这 样 列 出 











E 常 重视 数学 公式 呢 。 

































































过 
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就 会 得 到 1,i, 一 1, 一 i 的 循环 。 





Ly, = 1 11, 一 4 lt 




















多 成 90° 旋转 ， 周期 为 4 ‘zx4= 1 的 解 变 成 z = 1,i,—1,—i’ 

























































































这 正好 与“ 
稍 函 数 的 微分 周期 变 成 4 …… 这 些 条 件 相 呼应 。 
“原来 如 此 ……” 泰 采 拉 露出 佩服 的 表情 。 
双 虑 看 看 吧 。 在 复 平面 上 面 一 个 以 原点 为 中 心 的 












































“我 们 也 从 几何 层 钙 
单位 圆 ……. 
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yh 
1] ~~、 ei =cos0+ising 
了 
1 
| 1 
1 > 
本 O 是 
\ 
\ / 
欧 拉 的 公式 和 复 平 下 
“将 幅 角 设 为 69， 这 样 一 来 这 个 单位 圆 上 的 点 就 对 应 cos 0 + isin 0 这 
个 复数 。 根 据 欧 拉 的 公式 eX = cos 9 十 isin9， 可 以 确定 贺 上 的 点 与 复数 
数学 公式 ” 欧 拉 的 式 子 er = 一 1 包含 了 

















ef 对 应 。 也 就 是 说 ,“ 最 美的 


Er AS -下 » 
一 工 











月 为 的 复数 等 了 





EE 幅 
































T 
世 
区 机 
Rk 
nl 
































有 之 前 的 问题 的 管 案 即 “ 


欧 拉 的 式 子 的 含义 ”。” 
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欧 拉 的 式 子 的 含义 























“学 长 …… 也 就 是 说 ， 欧 拉 的 公式 就 是 “ 面 朝 右 的 人 同 后 转 ， 就 会 面 

































































朝 左 ”是 吗 ?” 泰 打 拉 左 右 摇 着 头 说 道 。 
“这 个 嘛 ， 可 以 这 么 说 ……” 我 不 禁 苦笑 。 
“ 盟 …… 感 觉 好 像 明 白 了 ， 我 明白 这 是 有 道理 的 了 …… ” 尤 里 说 道 。 
这 时 ， 我 妈 从 门口 探 出 了 脸 。 
“孩子 们 ， 先 休息 一 下 ， 过 来 喝 个 茶 再 学 怎么 样 ?” 
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“ 知 道 了 ? 这 就 去 。 
“我 等 你 们 哦 。 说 着 我 妈 缩 
回 到 单位 国 。 
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“然后 ， 把 9 持续 增 大 ,与 复数 e* 相 对 应 的 点 就 会 在 单位 圆 上 来 下 






































旋转 。 每 当 角 度 9 增加 360"， 也 就 是 增加 2r 弧度 的 时 候 ， 点 会 转 回 到 
同一 个 地 方 ， 也 就 是 说 有 周期 性 。 我 们 试 试用 数学 公式 来 证 明 !” 






























































































































































































































































9.1 最 美的 数学 公式 ”285 
oi(9+2r) _ Oi9+2ni 展开 (9 + 2n) 
一 ef .ec 根据 指数 运算 法 则 
= ei? . (cos2r 二 isin2r) 根据 欧 拉 的 公式 
=e. (+ix0) 根据 cos2r = 1l,sin2r = 二 0 
一 el 根据 1+ix0=1 
“看 ， 确 认 了 周期 性 。 幅 角 0 + 27 的 复数 等 于 幅 角 9 的 复数 。” 
“感觉 全 部 都 相关 联 呢 …… ” 泰 采 拉 说 道 。 
“我 说 哥哥 ! 虽然 人 家 刚刚 才学 ， 这 人 么 说 可 能 有 点 太 上 自以为是 了 ………: 
或 许 欧 拉 的 式 子 er = -1 很 美 ， 不 过 我 更 喜欢 欧 拉 的 公式 。 



























































































































































































































































ei =cos0 +ising 

嗯 ,我 非常 喜欢 欧 拉 的 公式 。 虽 然 人 家 还 不 太 理 解 ， 不 过 这 一 行 数学 公 
式 中 居然 包含 了 这 么 多 美丽 的 东西 。 欧 拉 真 是 了 不 起 哨 ! ” 

“ 别 ， 是 逢 J 不 起 。” 我 表 赞同 。 

“我 说 尤 里 ， 跟 哥哥 道 个 谢 吧 ? ” 

“说 的 是 呵 ， 谢 谢 可 哥 。” 

“多 谢 学 长 经 常 教 我 们 数学 。” 

“没什么 没什么 ， 你 们 经 常 听 我 讲 ， 我 才 要 谢谢 你 们 。” 

我 妈 又 从 门口 探 出 了 脸 。 

“你 们 都 不 过 来 ， 我 这 当 妈 的 有 点 寂寞 啊 ……” 

“这 就 过 去 。” 尤 里 答 道 。 
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9.2 ”准备 庆功 宴 




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































9.2.1 音乐 教室 

“要 不 就 去 你 家 吧 。” 盈盈 说 道 。 

可 爱 的 跟踪 狂 泰 洒 拉 跑 到 我 家 的 第 二 个 礼拜 ， 我 、 米 尔 嘉 、 泰 杀 拉 
还 有 和 盈盈 放学 后 在 音乐 教室 商量 期 末 考 试 结 束 后 的 “庆功 刘 ”。 话 虽 这 人 么 说 ， 
也 就 是 计划 吃 点 好 吃 的 ， 聊 聊天 而 已 ……: 

重 价 先 开 了 口 。 

“我 打算 和 米尔 嘉庆 视 ， 不 过 看 你 朋友 很 少 ， 你 也 来 吧 ， 还 有 泰 末 拉 
纪 一 起 。” 

“看 我 朋友 很 少 …… 你 真是 想 说 什么 说 什么 啊 。 我 来 也 行 ， 不 过 为 哈 
在 我 家 开 庆 功 宴 ?” 

“不 要 在 意 这 些 细节 ! 没 喻 没 喻 ， 大 家 都 说 你 妈 很 温柔 的 ， 而 且 有 3 
门 这 么 多 美 少 女 做 客 ， 你 妈 也 会 很 高 兴 。 再 说 了 ， 你 家 还 有 架 不 错 的 钢 
浴 吧 。” 

“钢琴 很 重要 吗 ?” 

“我 盈盈 要 去 ， 必 然 要 有 钢琴 唆 。” 

庆功 宴 还 带 上 父母 算 怎么 回 事 啊 …… 

“说 定 唆 。 米尔 嘉 说 道 。 

“ 嘱 …… 用 ， 我 去 征 得 父母 同意 。” 感 觉 我 这 个 当事人 还 没有 发 表意 
见 事情 就 被 定 下 来 了 .……: 不 过 算 了 ,“ 参 加 的 人 有 我 、 米 尔 嘉 和 盘 乔 ， 还 
有 泰 洒 拉 我 们 四 个 人 是 吧 ?” 

“ 尤 里 呢 ? ” 泰 采 拉 问 道 。 

“就 她 一 个 初中 生 ， 会 不 会 觉得 孤单 啊 ? ”我 说 。 

“ 跟 她 说 让 她 带 男 朋友 来 呢 ? ” 

“她 怎么 可 能 有 男 朋 友 ， 她 还 在 上 初中 呢 。 























































































































































































































































































































































































































































































































9.2 ”准备 庆功 宣 287 
“ 谁 知 道 有 没有 啊 ， 你 是 她 监护 人 吗 ?” 
泰 打 拉 从 书包 里 拿 出 了 带 着 “M” 字母 挂件 的 铅笔 盒 ， 还 有 充满 梦幻 
色彩 的 程 本 。 
‘ 糟 了 …… 我 周 日 不 方便 。 抱 车 。” 
就 改 到 周 六 吧 。” 米 尔 嘉 一 锤 定 音 。 
“我 说 泰 末 拉 ， 这 挂件 的 M……… ” 
我 话说 到 一 半 ……… 我 问 什么 好 呢 ? 
“M 是 谁 的 名 字 的 首 字母 ?” 
太 没 大 脑 了 吧 ， 我 干 嘛 在 乎 这 个 啊 ……: 
“M? 啊 ， 你 说 这 个 呀 PE 学 长 ， 只 是 少 了 I。 
泰 打 拉 微 笑 。 
(只 是 少 了 爱 ? ) 
难道 是 她 男 朋友 名 字 的 首 字母 吗 …… 
“不 明白 吗 ?” 
9.2.2 自己 家 
“ 开 庆 功 实 ?” 当然 非常 欢迎 !” 
我 妈 听 完 突然 就 干劲 十 足 了 。 
“做 什么 菜 好 呢 ， 太 老 套 了 不 好 吧 ， 做 宣 会 党 吃 的 披萨 ? 不 过 垃圾 食 
品 也 不 好 啊 :……: 四 
“我 说 老 妈 ， 我 们 有 个 地 方 开 庆 功 宴 就 够 了 。” 
“我 会 准备 好 材料 的 ， 大 家 一 起 做 手 卷 寿司 怎么 样 ? 还 是 一 起 凑 点 钱 
来 个 豪华 版 的 ?” 
“ 老 妈 你 听 我 说 话 没 有 ? 我 们 打算 各 自 带 吃 的 过 来 。 
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“那个 会 弹 钢琴 的 盈盈 也 来 吧 ? 她 会 给 咱们 弹 好 多 
得 先 调 好 音 吧 。 好 期 待 啊 ! ” 












































昌 子 听 吧 ? 对 了 ， 






































为 啥 老 妈 会 这 么 兴奋 ? 


沽 











er 一 一 1 
这 个 式 子 作为 媒介 ， 
将 数学 界 最 著名 且 最 有 用 的 两 个 常量 “ 欧 拉 数 ” 和 “圆周 率 ” 
与 “虚数 ”结合 了 。 

这 的 确 是 一 个 令 人 惊异 的 式 子 ， 是 “宝石 ”。 

这 世界 上 的 任何 钻石 、 任 何 祖母 绿 都 无 法 与 其 相提并论 。 
一 一 吉田 武 ,《 虚 数 的 情绪 》[ 9 
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费 马 大 定理 





也 就 是 说 ， 我 们 大 家 就 生活 在 天 河 的 河水 之 中 。 
从 天 河 的 水 中 向 周围 观看 ， 便 会 发 现 ， 
就 像 水 越 深 越 显 得 湛蓝 一 样 ， 

天 河 底 越 是 深远 ,星星 聚集 得 就 越 密 
ns 
宫 泽 贤 治 《银河 铁道 之 夜 》 






































“哥哥 …… 我 不 明白 啊 。” 
“学 长 .……: 我 不 懂 。” 
“米尔 嘉 …… 你 明白 吗 ?” 
“真有 趣 。” 







































































现在 是 12 月 ， 商 家 们 正 火 热 地 开展 着 各 种 圣诞 节 促 销 活 动 ， 我 们 远 
离 了 激烈 的 商业 竞争 ， 过 来 参加 大 学 的 “公开 研讨 会 。 研 讨 会 是 我 们 
!' 的 村 木 老 师 介绍 的 ， 主 题 是 “ 费 马 大 定理 ”。 会 场 设 在 大 学 讲堂 ， 面 向 
约 200 名 社会 各 界 听众 ， 由 大 学 老师 讲授 。 跟 我 一 起 参加 研讨 会 的 有 米 
尔 喜 、 泰 琳 拉 ， 还 有 …… 尤 里 。 







































































































































































































































































“哥哥 ! 尤 里 也 想 去 !” 
“这 对 你 来 说 太 难 了 。” 虽然 我 跟 她 谈 了 ,但 是 她 根本 听 不 进去 。 






















































































她 好 像 很 高 兴 能 见 到 米尔 嘉 。 算 了 ， 尤 里 虽然 上 初 二 ， 也 应 该 能 听 
懂 点 吧 …… 我 轻率 地 想 。 
话说 回来 ， 很 难 明白 这 个 研讨 会 上 为 什么 把 怀 尔 斯 的 证 明 讲 得 飞快 。 
别 说 万 里 了 ， 连 我 都 完全 听 不 懂 ， 会 场 的 听众 们 应 该 也 跟 不 上 吧 。 不 过 
我 也 确实 受 了 些 圭 陶 …… 
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讨 会 结束 后 ,我 们 去 了 大 学 园区 里 的 食堂 吃 午饭 。 因 为 是 周 六 ， 
没 多 少 大 学 生 ,， 倒是 随处 可 见 来 参加 研讨 会 的 其 他 学 校 的 一 帮 一 帮 的 高 
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kt 


学 园 祭 的 时 候 来 过 校园 园区 里 。 那 时 因为 太 吵 ， 感 觉 对 大 学 的 
美好 屡 慨 都 幻灭 了 ， 不 过 今天 就 截然 不 同 了 。 校 园 里 很 安静 ， 在 去 讲堂 
的 路 上 透 过 窗户 还 能 看 见 研究 室 里 的 样子 ,里 面 整齐 地 摆 放 着 书架 和 电脑 。 
































































































































































































































山 、 志 村 、 宕 泽 这 几 个 日 本 人 的 名 字 。” 尤 里 吃 这 
海鲜 意大利 面 说 道 ,“ 内 容 很 难 ， 老 师 一 直 低 着 头 讲 ， 还 没 怎么 明白 就 

































































































































































“新 的 词汇 就 像 洪水 一 样 涌 过 来 ， 根 本 跟 不 上 。 泰 杀 拉 吃 着 蛋 包 饭 
说 道 ,“ 还 没 等 我 熟悉 呢 ， 老 师 就 又 用 这 个 词 定义 了 别 的 词 …… 我 真 想 说 ， 
等 等 ， 我 还 没 跟 这 个 词 交 上 朋友 呢 。 要 是 能 让 我 多 预习 一 下 就 好 了 ……” 

“看 了 大 屏幕 上 的 数学 公式 我 就 量 头 转向 了 。 我 吃 着 蟹 肉 抓 饭 说 道 ， 
“就 像 泰 条 拉 说 的 ， 我 应 该 事先 准备 好 再 过 来 的 。” 

“ 光 听 他 讲 是 听 不 明白 的 。" 米尔 嘉 吃 着 提 拉 米 苏 说 道 , “就算 预习 了 
一 点 也 很 难 。 不 光 是 理解 一 个 个 的 用 语 和 数学 公式 , 还 需要 理解 得 更 透彻 。 




































































































































































































































































































































































连接 起 J 


怀 尔 斯 的 证 明太 专业 了 我 们 听 不 懂 
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晶 是 我 们 能 明白 ， 
个 世界 。 老 师 一 直 低 着 头 ， 只 抬 过 







































































“请 注意 位 于 FLT 深 
有 同感 。 
































10.2 历史 


10.2.1 问题 
吃 完 饭 后 ， 我 们 开始 倾听 米尔 嘉 的 解说 。 





“17 世纪 的 数学 家 费 马 ， 在 他 
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怀 尔 





斯 的 证 明 











次 。 尔 


pe 























j 像 我 这 样 的 



































呢 。 我 跟 米 尔 喜 异口同声 地 说 道 。 
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下 了 一 个 问题 ， 就 是 所 谓 的 “ 费 马 大 定理 ”。 




























































































当 nz3 时 ， 以 下 方程 式 不 存在 自然 数 解 。 

















层 的 ， 谷山 一 志 村 定理 。 3 














究 的 《算术 》 这 本 书 的 


门 还 记 





达 了 和 这 个 数学 公式 同 相 














得 吗 ? 的 


条 和 蛋 也 能 听 懂 的 
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我 确信 已 发 现 了 一 种 美妙 的 证 法 ， 
可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 ， 写 不 下 。 

































































“然后 ， 费 马 并 没有 写 出 证 明 方法 。"” 米尔 嘉 说 道 , “既然 他 都 这 么 陪 
示 了 ， 当 然 也 就 有 很 多 数学 爱好 者 跃跃欲试 。 话 说 回来 ,为 什么 后 人 会 
知道 费 马 在 书 中 空白 处 写 下 的 私人 笔记 ?” 










































































































































































“这 人 么 一 说 ， 也 是 啊 。 泰 洒 拉 牌 着 头 ， 满 脸 写 着 不 可 思议 四 个 大 字 。 
“这 要 归功 于 费 马 的 儿子 山 缪 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 他 重印 了 带 有 费 马 笔 
记 的 《算术 》， 让 险些 消失 的 “ 费 马 大 定理 ' 复活 了 。 写 这 本 《算术 》 的 是 
3 世纪 左右 的 数学 家 丢 番 图 。17 世纪 的 巴 软 将 这 本 书 翻译 成 了 希腊 语 和 
拉丁 语 。 费 马 学 习 了 巴黎 版 的 《算术 》， 并 写 下 了 笔记 。 山 缘 重 印 的 是 丢 








































































































































































































































































































番 图 车 ， 巴 吹 译 ， 写 有 费 马 笔记 的 《算术 》。” 
“这 样 啊 ……” 我 说 , “从 3 世纪 的 丢 番 图 ， 到 巴 答 ,， 再 到 17 世纪 的 
费 马 ， 然 后 通过 山 缪 传 到 更 远 的 未 来 。 数 学 穿越 时 空 流传 后 地 啊 ……” 



























































“然后 ， 再 传 给 现代 的 我 们 。 简 直 就 像 数 学 的 接力 呢 。” 泰 灯 拉 做 了 
一 个 接 住 接力 棒 的 手势 。 
“然后 数学 家 们 就 开始 了 长 达 三 个 半 世 纪 的 挑战 ”米尔 肿 开始 缓慢 
地 讲述 历史 ,“ 首 先是 17 世纪 。” 











































































































10.2.2 初等 数论 的 时 代 
17 世纪 是 初等 数论 的 时 代 。 因 为 费 马 大 定理 是 一 个 涉及 “所 有 的 7m” 
的 命题 ， 所 以 想 一 次 证 明 出 来 太 难 了 。 因 此 数学 家 们 想 就 个 别 的 mn 进行 
证 明 。 
最 初 ， 费 马 自 己 证 明了 FLT(4), 使 用 的 工具 是 无 穷 递 降 法 。 这 人 么 
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说 来 ， 之 前 我 们 也 用 “面积 
FLT(4) 呢 。 
进入 18 世纪 。 欧 拉 老 
在 19 


然而 








yy 
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拉 梅 证 明了 FLT(7) 以 后 


























、\ 构 成 平方 数 的 直角 三 角形 定理 "证明 过 












































币 证 明了 FLT(3)。 
世纪， 狄 利克 雷 证 明了 FLT(5), 勒 让 德 补 充 了 狄 利克 雷 的 证 明 。 
































,就 后 继 无 人 了 。 因 为 证 明 过 程 太 过 复杂 了 。 



































个 时 代 人 们 使 用 的 武 


























器 有 倍数 、 约 数 、 最 大 公约 数 、 质 数 、 互 质 ， 
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“ 先 从 具体 例子 开始 解 啊 ……” 泰 条 拉 说 道 。 











“ 契 我 们 解 题 的 有 


“原来 如 此 。” 


“新 时 代 是 从 ……” 米 











10.2.3 代数 数论 时 代 
19 世纪 是 代数 数论 时 代 。1825 年 ， 苏 菲 . 姬 曼 在 FLT 的 通 解 上 取 




















村 候 一 样 ， 按 照 “ 从 特殊 到 一 般 ” 的 顺序 。 









































2rxi 、、 a 
在 此 a 是 a = e ”这 个 复数 。 











成 果 。 她 证 明了 “如 


存在 自然 数 解 。 此 

















1847 年 ， 拉 梅 





和 柯 西 


“ 遍 继 续 往 下 说 道 ,“ 苏 菲 ' 姬 曼 开 始 的 。 导 

















TT 












































果 p 和 2p 十 1 都 为 奇 质 数 ， 则 zx? 十 P= 台 不 
时 zyz 天 0 

















(mod p)” 这 个 定理 。 
































上 长 





台 范 相 证 明 “ 费 马 大 定理 ”。 当 时 关键 在 于 粉 



































碎 z2? 十 外 =22， 在 


复数 领域 





行 因 式 分 解 。 





P+ = (s+ os tas ty) (st on ly) = 





























因为 由 欧 拉 的 公式 可 知 a = cos 各 + isin 至 ， 



































所 以 a 的 绝对 值 是 





据 整 数 和 wa， 























1， 幅 











HXE 


笃 。 也 就 是 说 ，a 是 1 的 p 次 方 根 之 一 。 根 























一 般 的 加 法 和 乘法 创造 出 的 环 2Z[a] 就 是 一 种 整数 环 。 








虽 
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Zal = {faoa0 +aaal +aaa 十 … :十 ap_1oa2 -lakeZa=e>} 
































也 们 想 在 整数 环 2Z[a] 的 基础 上 将 zz 十 如 分 解 质 因数 ， 使 因子 (z + akg) 
之 间 互 质 ， 各 因子 是 “p 次 方 数 "， 带 进 无 穷 递 降 法 里 。 然 而 他 们 失败 了 。 



















































































整数 环 中 不 一 定 满足 “ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ”这 个 条 件 。 



























































如 果 不 满足 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ,那么 即使 p 次 方 数 的 各 因子 互 
质 ， 各 因子 也 不 一 定 是 p 次 方 数 。 库 默 尔 指出 了 这 一 点 ， 和 争论 得 以 结束 。 
整数 环 中 ,“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ”就 此 消亡 。 

为 了 打破 这 个 僵局 ， 库 黑 尔 提出 了 理想 数 这 个 概念 ， 戴 德 金 以 集 
的 形式 将 其 整理 为 “理想 ”概念 。“ 理 想 ” 概念 有 “理想 ” 公理， 就 像 数 邱 















































































































































































































































































































































数 分 解 的 唯一 分 解 定理 。 根 据 “ 理 想 ”,“ 质 因数 分 解 的 唯一 分 解 定理 ” 复 
活 了 。 库 默 尔 证 明了 对 于 “正规 质数 ”， 费 马 大 定理 是 成 立 的 。 
19 世纪 结束 。 自 费 马 写 下 那 段 话 后 ， 已 经 过 去 了 250 年 。 
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“ 费 马 大 定理 就 是 这 样 被 证 明 的 啊 ! ” 泰 休 拉 在 胸 前 握 紧 双 拳 说 道 。 









































认 ? 认 族 族 ?“” 
“ 库 默 尔 的 代数 数论 结 出 了 丰硕 的 果实 。” 米尔 嘉 说 道 ,“ 怀 尔 斯 的 证 
明 中 ， 代 数 数论 还 是 基本 的 工具 。 然 而 由 于 代数 数论 的 直接 扩张 ， 费 马 
大 定理 没有 得 到 证 明 。 我 们 继续 讲 几何 数论 时 代 吧 。 那 是 在 20 世纪 ， 在 
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10.2.4 几何 数论 时 代 
是 在 20 世纪 ,在 日 本 。1955 年 ， 也 就 是 第 二 次 世界 大 成 结束 十 
年 后 , 数学 国际 会 议 于 日 本 召开 。 谷 山 - 志 村 猜想 也 是 在 那个 时 候 诞 生 的 。 
渐渐 地 ,谷山 - 志 村 猜想 成 为 了 连接 “椭圆 曲线 ”和 “ 自 守 形式 ”( 模 形式 ) 
个 世界 的 巨大 桥梁 。 如 何 将 这 个 猜想 转变 为 定理 成 为 了 数论 领域 的 重 
要 课题 。 但 很 明显 ， 这 是 一 个 巨大 的 难题 。 但 是 谁 都 没 注意 到 ， 这 个 数 
论 领 域 的 重要 课题 于 费 马 大 定理 也 是 一 个 重要 课题 。 
1985 年 ， 弗 赖 提 出 了 一 个 让 人 眼前 一 亮 的 观点 。 假 设 “ 费 马 大 定理 
不 成 立 ”， 就 能 创造 出 一 个 跟 谷 山 - 志 村 猜想 相 矛 盾 的 反例 。 这 样 就 在 
费 马 大 定理 与 谷山 - 志 村 猜想 间 建 立 了 联系 。 话 虽 这 人 么 说 ， 这 也 只 是 把 
个 难题 归结 到 另 一 个 难题 上 ， 问 题 并 没有 变 简单 。 
而 挑战 了 这 个 难题 的 人 是 怀 尔 斯 。 他 在 自己 家 中 独自 一 人 进行 了 长 
达 七 年 的 研究 。 其 间 他 在 大 学 授课 , 但 没 人 知道 他 一 直 在 挑战 费 马 
大 定理 。 

1993 年 ， 怀 尔 斯 声明 他 证 明了 费 马 大 定理 。 然 而 证 明 有 和 缺陷， 但 他 
继续 挑 成 , 终于 在 1994 年 跟 泰 勒 一 起 修正 了 缺陷 , 完全 证 明了 费 马 大 定理 。 
© © © 
米尔 亮 很 快 地 结束 了 讲解 。 讲 历史 的 话题 很 让 她 心急 吧 。 

“我 想 谈 谈 数学 。” 米 尔 嘉 看 着 我 。 
“现在 ， 拿 出 笔记 本 。” 

我 拿 出 了 笔记 本 和 自动 铅笔 ， 尤 里 小 声 说道 : 

“人 家 能 先 回去 吗 ? 光 听 历史 我 脑子 就 已 经 闭 不 下 了 。 
米尔 嘉 听 到 这 两 句 咬 咕 ， 说 道 : 

“好 …… 我 知道 了 ， 那 我 出 个 尤 里 你 能 解 开 的 问题 吧 。 
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10.3” 怀 尔 斯 的 兴 


10.3.1 搭乘 时 间 机 器 

米尔 嘉 闭 上 眼睛 ， 做 了 一 次 深呼吸 ， 然 后 睁 开眼 。 

“ 主 我们 乘 上 时 间 机 器 吧 ， 穿 越 时 空 回 到 Anno Domini 1986 一 一 公 
元 1986 年 。 在 太阳 系 第 三 行星 居住 的 人 类 ， 还 没 证 明 出 费 马 大 定理 。 尤 


里 你 就 是 怀 尔 斯 ， 思 考 接 下 来 应 该 证 明 什 么 。 好 了 ，1986 年 的 景色 是 






































AAS 





























































































































1986 年 的 景色 
谷山 - 志 村 猜想 
【 未 证 明 ] 每 一 条 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形式 。 









































FLT(3), FLT(4), FLT(5), FLT(7) 
【已 证 明 ] 当 = 3,4,5,7 时 ， 
不 存在 自然 数 x,y, z， 满 足 方程 x* 十 y* = z*。 


























弗 赖 曲线 
【 已 证 明 ] 如 果 存 在 p, z, yz 满足 方程 x? 十 y? = z? (x,y,z 是 自然 数 。 
p 之 3, p 为 质数 )， 那么 也 存在 弗 赖 曲线 。 






























































弗 赖 曲线 和 椭圆 函数 的 关系 
【 已 证 明 ] 弗 赖 曲线 是 椭圆 曲线 的 一 种 。 
























































弗 赖 曲线 和 模 形式 的 关系 
【 已 证 明 ] 弗 赖 曲线 不 是 模 形式 。 
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“这 就 是 “1986 年 的 景色 "。 米尔 亮 说道 ,“ 标 着 [ 已 证 明 ] 的 ， 是 不 
,证 明 就 可 以 直接 拿 来 用 的 命题 。 这 里 该 尤 里 你 出 马 了 。” 

米尔 嘉 看 着 万 晒 ， 尤 里 吐 地 一 下 挺 直 了 后 背 。 
“哪怕 有 不 明白 的 用 词 ， 尤 里 你 也 能 解 开 下 面 这 个 问题 。” 










































































































































































































































































问题 10-1 (搭乘 时 间 机 器 ) 
人 网 5860 汪 的 景色 出入 是 竹 司 下 站 具有 要 
证 明 费 马 大 定理 了 呢 ? 























E 明 何 种 命题 ， 就 能 








过 


























10.3.2 从 “1986 年 的 景色 ”发 现 问题 
尤 里 用 一 副 要 湛 虹 子 的 样子 看 着 我 ， 像 是 在 求助 。 不 过 很 快 她 就 变 

为 一 脸 认真 的 表情 ， 把 目光 投向 米尔 嘉 的 问题 。 一 边 念 归 着 “因为 反 证 
法 ……” 一边 开始 思考 。 
我 自己 马上 就 解 开 了 刚才 的 问题 。 因 为 米尔 亮 将 其 称 为 “1986 年 的 
色 ”， 就 相当 于 给 了 一 个 近乎 答案 的 ， 清 晰 明了 的 提示 。 
但 尽管 如 此 ， 我 还 是 有 些 吃惊 。 
我 喜欢 数学 公式 。 数 学 公式 具体 且 具 有 相 容 性 。 解 读数 学 公式 来 到 


解 其 结构 ， 将 数学 公式 变形 来 引出 思路 。 有 数学 公式 就 能 领会 ， 没 有 就 
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然而 ,“ 费 马 大 定理 ”的 证 明 实 在 是 太 难 了 。 我 完全 无 法 理解 公开 
讨 会 上 老师 给 我 们 展示 的 数学 公式 。 好 不 甘心 。 
我 能 很 顺利 地 追 上 米尔 亮 在 “1986 年 的 景色 ”中 表明 的 逻辑 ,， 却 跟 
不 上 数学 公式 。 但 就 算 这 样 ， 我 也 因为 能 妃 上 逻辑 的 流 癌 而 感到 喜 屏 。 
就 好 像 即 使 不 能 探查 星星 ， 却 能 欣赏 夜空 中 的 星座 一 样 吧 。 
在 学 校 老师 会 命令 我 们 “证明 这 个 “证 明 那 个 ”， 而 不 会 告诉 我 们 “去 































































































































































































IO》 
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虽 























思考 一 下 应 该 证 明 什 么 ”。 解 开 老 师 给 的 问题 
去 解 开 的 问题 不 也 是 很 重要 的 吗 ? 在 交错 复 


的 那 条 小 路 ……: 


然 很 


EAA 


的 命题 森林 中 ， 找 出 该 走 


















































六 

































































“我 明白 了 。” 尤 里 的 声音 中 透 着 紧张 ,“ 只 要 证 明 谷 山 - 志 村 猜想， 
也 就 是 一 一 















































“每 一 条 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 ” 





























9 























这 个 命题 ， 就 证 明了 费 马 大 定理 。 
“理由 是 ? ”米尔 嘉 不 给 嘴 息 机 会 地 问 道 。 
“用 …… 反 证 法 。” 尤 里 谨慎 地 开始 说 明 ,“ 反 证 法 的 假设 是 要 证 明 的 


命题 的 反面 …… 不 ， 是 要 证 明 的 命题 的 否定 。” 





































































































































































































假设 :“ 费 马 大 定理 不 成 立 。” 























这 样 一 来 ， 就 存在 n,z,y,z 满 足 方程 x” 十 y"= z”。 这 样 一 来 …… 
号 ? p 是 质数 啊 …… 阿 ， 对 对 。 因 为 FLT(4) 已 经 得 到 了 证 明 ， 所 以 








可 以 认为 n 关 4, n 也 不 等 于 8,16,32,64,:…。 也 就 是 说 , n 可 以 写成 
n 二 mp， 即 “自然 数 m” 和“n 的 质 因数 p，p > 3” 的 乘积 的 形式 。 如 果 
存在 n,2z,y,z 满足 方程 x” 十 y= z”"， 那 么 根据 指数 运算 法 则 ，m,p 满 
足以 下 等 式 。 































































































(二 (六 























然后 …… 将 这 个 2”,y",z" 重 新 命名 为 x,y,z 的 话 ， 就 存在 满足 z? 十 y? = z? 
的 p， LT,Y, EA 


























尤 里 说 到 这 里 偷 瞄 了 我 一 眼 ， 我 沉默 地 点 了 点 头 。 


“ 嘱 ， 然 后 呢 ? ”米尔 嘉 说 道 。 







































































“然后 , 根据 


22 y= 2, 












































10.3 怀 尔 




















1 果 存 在 p,zx,y， 














斯 的 兴 和 


之 














足 方 程 
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是 模 





S 式 。 所 以 


















































仑 上 就 是 这 样 。 


















































就 














的 





















































虽然 我 不 知道 “ 弗 






























































“到 这 里 我 用 











假设 我 证 





胖 





证 

















谷山 














单一 来 ， 就 存在 





“每 一 条 椭 




















非 模 形 式 的 椭 
明了 费 马 大 定理 。 


所 以 ,如 上 














册 




















扒 已 中 氛 
E -村 LI 





























: 不 存在 非 




















[9 我 推 





时 


由 























种 结论 ， 即 “存在 














加 





线 ， 它 们 互相 矛盾 。 















































假设 的 否定 : 








所 述 ， 





只 要 证 明了 谷山 一 








“ 费 马 大 定理 成 立 。” 











区 式 的 椭 

















nl 








dl 














种 ,但 不 






















































































乡 式 的 椭 


曲线 都 可 以 对 应 
线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 ， 所 以 可 以 推 
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E 模 
因此 











乡 式 的 椭 
反 证 法 ， 












































线 和 “不 存在 


否定 了 假设 , 证 



































尤 里 眼 


1 内 着 光芒 ， 














看 着 米尔 嘉 。 





我 和 泰 条 拉 也 看 着 米尔 嘉 。 














“Perfect。” 








时 抛 了 个 媚 眼 ， 说 了 一 句 : 


志 村 狂想， 也 就 证 明了 费 
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师 





(搭乘 时 间 机 器 ) 


























只 要 证 


米尔 露 微 微笑 着 ,声音 平静 地 补充 道 :“5 





就 证 明了 费 马 大 年 到 









































弗 赖 曲线 ， 弗 赖 















































了 这 个 猜想 





























线 给 了 费 : 

















化 了 。 黎 贝 证 明 


























不 尔 斯 听 到 这 个 会 兴奋 ， 





























已 经 明白 了 吧 。 



































是 这 块 七 巧 板 现在 也 就 只 差 一 基 






































古老 的 七 巧 板 。 但 












































志 村 猜想 ， 就 能 





i 上 这 一 块 板子 。” 























尤 里 用 力 地 点 了 好 














10.3.3 半 稳 定 的 椭圆 曲线 
































想 对 吧 。 泰 洲 拉 在 胸 前 握 紧 双 拳 说 道 。 
























































笃 知道 ， 只 要 证 明 谷 山 - 













































































猜想， 也 就 证 明了 费 
























































上 人 怀 尔 斯 证 明 的 命 



























































































































































“ 怀 尔 斯 i 
“然而 ， 
“ 喷 ? 呈 
“就 像 万 
马 大 定理 。 说 日 
题 是 “每 一 条 
这 个 限制 条 ff 
米尔 嘉 忆 
“为 什么 
山 - 志 村 猜 
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米尔 嘉 把 手 放 在 了 泰 打 拉 的 
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“ 尤 里 你 9 











S 式 ，。 是 存在 “ 半 稳 定 








条 件 ， 要 证 明 谷 








Ee? 你 明白 吗 ?” 























10.3” 怀 尔 斯 的 兴奋 ”301 



































尤 里 默默 地 想 了 一 会 ， 不 久 后 一 下 子 抬 起 头 回答 道 : 
“我 明白 了 。 因 为 弗 赖 曲线 是 半 稳 定 的 椭圆 曲线 吧 !” 
“就 是 这 样 。” 米尔 嘉 用 中 指 推 了 推 眼镜 ,“ 尤 里 的 推测 很 有 逻辑 性 。 
证 明 出 一 个 与 弗 赖 曲线 的 存在 相悖 的 命题 。 


怀 尔 斯 为 了 使 用 反 证 法 ， 就 想 i 
为 什么 他 想 证 明 带 有 半 稳 定 这 个 限制 条 件 的 谷山 - 志 村 猜想 呢 ? 因为 弗 


赖 曲线 具有 半 稳 定 的 性 质 。 于 是 ， 由 他 证 明 的 最 重要 的 定理 是 这 个 










































































































































































































































































































































































































































































个 模 形 式 。 








| 线 都 可 以 对 


长 
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怀 尔 斯 定理 : 每 一 条 半 稳 定 的 椭 
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根据 这 个 定理 ， 就 可 以 导出 矛盾 了 。” 




















根据 弗 赖 曲线 : 
存在 不 对 应 模 形式 的 半 稳 定 的 椭 

根据 怀 尔 斯 定理 : 
不 存在 不 对 应 相 

















线 。 
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线 。 





[可 


的 羊 稳定 的 椭 
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IT 
















































































“这 就 构成 了 了 矛盾。 根据 反 证 法 ， 证 明 完 毕 。 费 马 大 定理 成 为 了 真正 




















意义 上 的 定理 。 
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虽 





“ 费 马 大 定理 ”证 明 概 要 




















使 用 反 证 法 。 











































































































不 对 应 模 形式 。 












































2 
3 
4 
5. 怀 尔 斯 定理 : 每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 
6 
于 
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一 oo 























都 可 以 对 应 




















1 “不 存在 不 对 应 模 形 式 的 半 稳 定 的 椭 
述 第 4 项 和 第 6 项 相 了 矛盾 。 
. 因此 费 马 大 定理 成 立 。 



























































“这 个 “证明 概要 ’ 在 逻辑 上 是 正确 的 ， 但 还 不 够 。 不 够 也 是 到 
为 这 只 不 过 是 一 个 概述 。 我 们 并 不 明白 谷山 - 际 
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Ee Se” 
Da 线 ”。 














































































































多 式 ”等 重要 词语 
































不 能 理解 怀 尔 斯 的 证 明 ， 也 可 以 体会 谷山 - 志 村 猜想 吧 
巴 ? ”米尔 嘉 





















































的 含义 。 但 即 





E 所 当 


村 猜想 是 什么 ， 
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? 起 码 可 以 





























数学 领域 踏 出 一 步 吧 ? 你 们 也 这 人 么 觉得 …… 























我 们 不 














上 暇 思索 地 点 了 点 头 。 





“ 接 下 二 











E ， 我 要 以 这 四 个 题目 来 谈 数 学 。 




















| 线 的 世界 












































F 形 式 的 世界 


























- 志 村 定理 

















| 线 




















问 道 。 
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竺 1999 年 被 完全 证 明了 ， 之 后 我 们 就 称 其 
































到 曲线 指 的 是 …… 


















































刚才 食堂 里 不 少 




















听 着 米尔 嘉 讲话 。 





10.4 ”椭圆 曲线 的 世界 


10.4.1 什么 是 椭圆 曲线 
我 们 从 食 特 转 移 到 了 二 楼 的 咖啡 店 ， 找 了 张 
大 家 一 起 喝 着 咖啡 (只 有 万 































































































“万 里， 你 还 想 
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“我 在 听 , 不 




















“好 ， 那 么 我 先 从 定义 开始 


椭圆 曲线 指 的 是 当 
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斤 不 懂 。” 






































啊 ， 我 们 先 换个 地 方 ， 








的 高 中 生 们 围 住 了 我 们 的 座位 ， 专 注 地 








下 四 个 人 的 大 果子 ， 
着 可 可 )， 继 续 刚才 的 话题 。 


去 吗 ?” 米 尔 嘉 问 道 。 
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起 。 椭 圆 曲 线 指 的 是 ……” 








a,b,c 为 有 理 数 时 ， 可 












































三 次 方程 x3 








但 存在 以 下 附加 条 件 


az2 十 pr 十 c 





二 az2 十 pz 十 c 












































j 以 下 方程 式 表 示 的 曲线 。 

















0 没有 重 根 。 




















这 是 椭圆 曲线 的 定义 ， 严格 来 说 是 “有理数 域 Q@ 上 的 ' 椭圆 曲线 的 
定义 。 也 就 是 说 ， 我 们 将 z,y 考虑 成 有 理 数 域 Q 的 元 素 。 
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打 个 比方 ， 以 下 式 子 是 椭圆 曲线 的 方程 式 。 
线 的 方程 式 的 例子 
1 的 (a,b,c) 蔡 换 成 了 
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=z*-z 椭 











F av:+ bei+e 


在 这 里 我 们 把 方程 式 妈 = 231 
(0, -1;,0)。 右 边 的 z3 - z 可 以 分 解 成 如 下 形式 。 



























































3— z=(r—0)(r—1)(r+1) 
没有 重 根 ， 























为 三 次 方程 ?一 z = 0 的 解 有 三 个 ,分别 是 z = 0,1, 一 1， 

































































因 
所 以 满足 椭圆 曲线 的 条 件 。 我 们 来 画 个 图 。 
了 








椭圆 曲线 y? = z3 -zx 的 图 像 
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赔 加 的 那个 ， 是 椭圆 吗 ?” 泰 条 拉 间 道 。 
“不 是 ”米尔 嘉 答 道 ,““ 椭 圆 曲 线 " 含有 “ 椭 


渊源 的 。 椭 圆 曲 线 的 形状 和 椭圆 没有 关系 。” 











时 
这 
亲 
1 





”这 个 词 ， 是 有 历史 

















nl 
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ban 








10.4.2 从 有 理 数 域 到 有 限 域 


接 下 来 ， 我 们 从 代数 角 











10.4 椭圆 








线 的 世界 


305 















































记 研 究 椭 圆 曲线 六 = 二 2 一。 











我 来 简单 说 明 一 下 数学 都 有 哪些 领域 。 


。 代 数 关注 的 是 方程 式 和 方程 式 的 解 ， 以 及 群 、 环 、 域 


。 几 何 关注 的 是 点 、 线 、 平 面 、 立 体 、 相 交 、 相 切 等 。 


。 分 析 关 注 的 是 极限 、 微 分 、 


导 函 数 、 积 分 等 。 


入 


可 


Le] 


当然 ， 这些 是 相互 关联 的 。 例如， 方程 式 里 的 “ 重 根 ” 虽 然 是 代 


数 概 念 ， 但 却 跟 曲线 “ 相 切 ”的 几何 概念 ， 






























































“ 导 函 数 " 值 为 0 的 分 析 













































































































































































































































































































































































































































































































































































概念 相关 。 

幸好 我 们 只 是 体验 一 下 谷山 - 志 村 定理 的 气氛 ， 用 不 着 大 型 武器 。 
需要 的 只 有 余 项 、 毅 力 、 想 象 力 。 

我 们 刚刚 为 了 把 握 椭圆 曲线 y= 2 一 2 的 样子 ， 将 三 次 方程 z3 -2 
进行 了 因 式 分 解 ， 解 了 三 次 方程 式 z3 -zz=0， 并 得 到 了 (0,0), (1, 0)， 
(一 1,0) 这 三 个 有 理 点 。 

在 一 个 有 理 数 域 Q， 也 就 是 存在 有 限 个 有 理 数 域 。 但 有 理 数 域 的 
元 素数 量 是 无 限 的 。 也 就 是 说 ， 有 理 数 是 无 限 的 。 

在 这 里 ， 我 们 逆转 一 下 思维 ， 即 想 出 无 限 个 具有 有 限 个 元 素 的 域 。 
我 们 知道 这 样 的 域 ， 它 就 是 有 限 域 。 有 限 域 F, 有 7 个 元 素 ， 也 就 是 有 限 
个 元 泰 。 但 质数 p 却 有 无 数 个 ， 所 以 存在 无 数 个 Fj。 

接 下 来 ,我 们 要 从 “有 理 数 域 Q 的 世界 ”空间 传送 到 “有限 域 Fj 的 
世界 ”了 哦 。 

我 们 从 有 限 域 Fp 中 找 一 个 满足 椭圆 曲线 方程 式 的 点 (z,y)。 

=x -2 (ryeF,) 
换言之 ,就 等 于 把 椭圆 曲线 方程 式 看 作 以 下 这 个 同 余 式 。 


















































Cl 


| 
小 
员 
[a 
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y= (mod 7) 


关于 有 限 域 ， 我们 简单 复习 一 下 。 有 限 域 Fp 是 含有 pp 个 元 素 的 
集合 ， 用 mod p 进行 加 减 乘 除 运算 的 域 。 


Fy = {0,1,2,...,p—1} 


为 了 保证 0 以 外 的 元 素 可 以 进行 除法 运算 , p 为 质数 。 如 下 所 示 ， 
有 限 域 FF 有 无 数 个 。 


F2 = {0, 1} 

Fs = {0, 1, 2} 

Fs = {0, 1, 2, 3, 4} 

F7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} 

Fi1 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 














虽然 域 的 数量 是 无 限 的 , 但 不 要 忘记 每 个 域 的 元 素数 量 是 有 限 的 。 
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“为 什么 “有 限 个 ' 这 么 重要 呢 ?” 泰 条 拉 问 道 。 
“因为 能 逐个 击破 。 米尔 嘉 马 上 回答 ,“ 有 限 域 Fp 只 含有 个 元 素 ， 
所 以 我 们 可 以 把 这 p 个 元 素 代 入 z 和 y 中 来 进行 调查 。 只 要 质数 p 不 大 ， 
我 们 就 可 以 动手 计算 ， 一 点 一 点 地 去 找寻 满足 椭圆 方程 式 的 点 (x,y)。” 
“这 需要 儿 力 吵 ! ” 尤 里 叫 道 。 
“对 。” 米 尔 露点 头 ,“ 有 限 域 Fp 是 微型 的 在 
玩 了 。 那 么 ,我 们 来 逐个 击破 吧 。” 







































































































































































i 过 


里 数 域 Q。 最 适合 拿 来 
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10.4.3 有限 域 F。 
最 简单 的 有 限 域 Fa = {0,1}， 其 运算 表 如 下 。 因 为 是 域 ， 所 以 有 加 
法 和 乘法 。 我 们 在 进行 一 般 计 算 后 ， 求 除 以 2 的 余数 ( 余 项 )。 











































































































十 |0 1 xI10 1 
010 1 010 0 
1I1 0 110 1 








(z,y) 可 能 出 现 以 下 4 种 组 合 。 


(x; y)=(0, 0)， (0， 1), (1, 0)， (1, 1) 





























我 们 把 这 4 种 情况 都 代入 到 方程 式 y 十 z= x 中 ,看 等 号 是 否 成 立 。 但 
在 加 减 乘 除 的 运算 中 则 使 用 上 述 运 算 表 。 减 法 的 话 我 们 只 要 加 上 加 法 中 
的 逆 元 就 行 了 , 不 过 太 麻 烦 了 ， 所 以 我 们 就 将 z 移 项 ,用 以 下 形式 来 验证 。 























































































































多 +z=2 (将 z 移 项 到 等 式 左 边 ， 消 去 减法 ) 




















例如 ， 当 (zx,2) = (0,0) 时 ,将 其 代入 内 +z=z3， 则 得 到 02? 十 0=03。 
运算 表 计 算 的 话 ， 左 边 等 于 0， 右 边 也 等 于 0。 因 为 左边 和 右边 相等 ， 所 以 
F2 上 的 点 (0,0) 满足 方程 = z3 一 z。 同 理 , 我 们 来 试 着 验证 其 他 几 组 (x,y)。 









































































































































(z,y) 做 十 2 二 2 等 号 成 立 吗 ? 
(0,0) 02 十 0==03 成 立 
(1,0) 02+1=13 成 立 
(0,1) 12+0=03 不 成 立 
(1,1) 二 2 十 1 二 13 不 成 立 


























这 样 一 来 ， 我 们 可 知 方程 式 沪 = x 一 zx 在 F。 上 的 解 为 以 下 两 个 。 











(x,y) > (0, 0)， (1, 0) 
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LUC， 





Di ) 


“你 们 发 现 了 什么 啊 














“米尔 嘉 大 人 1! 在 空间 传送 后 ， 没 
你 真 聪明 。” 米尔 嘉 回应 道 。 
“原来 如 此 !1 ”我 突然 明白 了 。 尤 里 真 厉害 啊 。 
” 泰 打 拉 一 脸 困 惑 。 





EE 根 的 条 件 Ee 入 





im 




























































































口 。 



































Wh a 米尔 和 很 促 国 


La 









































线 有 z3 十 az 


























“ 咖 。 在 传送 之 前 ， 椭 




































































bx 十 c= 二 0 不 存在 重 根 这 















































































































































不 包含 这 个 条 件 了 。” 











尤 里 绝 不 放 过 任何 一 





























Bt 下 2 

















新 审查 一 次 条 件 。 因 为 挤 落 到 





“事实 上 F2 是 什么 情况 ?” 我 问 道 。 
FEF, = 二 x 一 zz 不 构成 椭圆 




















个 条 件 。 但 是 我 觉得 …… 在 传送 之 后 ， 不 用 在 有 限 域 的 世界 把 这 个 条 件 

研究 一 饥 哎 ?“ 
“万 里 说 得 对 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 在 有 限 域 中 考虑 椭圆 曲线 的 时 候 ， 应 
线 可 能 已 经 


















































个 条 件 。 真 是 这 样 啊 。 

















i 









































?有 重 根 。” 




















行 因 式 分 解 。 平 方 因子 (z 一 1) 














23 一 2 一 (zz 一 0)(z 一 1 


“这 个 因 式 分 解 是 对 的 吗 ? ”泰信 拉 问 道 。 



























































3 =(z—0)(z—1)(z+1) 在 Q 上 的 





想 想 有 理 数 域 上 的 因 式 分 解 一 一 
































的 逆 元 ， 所 以 “加 1 就 等 














在 了 2 上 ，1 是 自身 加 法 
Zz 十 1 可 以 换 成 z 一 1。” 








mr=(r—0)(r—1)(r+1) 
= (zx—0)(z—1)(z—1) 
= (2 — 0)(z — 1)? 


因 式 分 解 























整理 (z 一 1) 








改 型 世界 的 时 候 ， 椭 圆 由 


在 了 2 上 的 因 式 





|] 线 。 因 为 za 一 zz 可 以 像 下 面 这 


分 


把 x 十 1 换 成 xz 一 1 (在 Fs 中 ) 























解 


等 于 “ 减 1'。 也 就 是 说 ， 
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“我 明白 了 , 重要 的 是 在 哪个 域 上 












































10.4.4 有限 域 Fs 


“这 次 我 们 举 有 限 域 F = {0, 1,2} 的 例子 。 运 

































































2 OO ID | hi 





术 











表 如 下 。 



































门 把 这 9 种 情况 都 代入 到 方程 式 交 十 z= 人 到 中 ， 





























“米尔 嘉 大 人 ， 


“是 。 在 方程 式 刀 = zx 





限 域 的 时 候 才 不 构 




















(x,Y) 一 (0,0),(1,0), (2,0) 



























































“ 掉 落 到 有 限 蕊 











看 等 号 是 否 成 立 。” 
(2 人 久 十 Z 二 2” 等 号 成 立 吗 ? 
(0,0) 02 十 0=03 成 立 
(1,0) 02+1=13 成 立 
(2,0) 02 二 2==23 成 立 
(0,1) 二 十 0==03 不 成 立 
(1,1) 2 十 1 二 13 不 成 立 
(2,1) 2 十 2 二 2” 不 成 立 
(0,2) 2 十 0==0” 不 成 立 
(1,2) 2 十 1 二 1” 不 成 立 
(2,2) 2 十 2 二 23 不 成 立 
“这 样 一 来 ， 我 们 可 知 方程 式 凡 二 x 一 z 在 F3 上 的 解 为 以 下 3 个 。” 





































































































在 F3 上 还 构成 椭圆 曲线 吗 ?” 

:一 Z 的 情况 下 ， 只 有 在 了 2 的 情况 下 掉 落 到 在 
成 椭圆 曲线 。 说 明 我 就 省 了 。” 
访 训 是 吗 ?” 泰 打 拉 很 在 意 用 词 ， 妃 问 道 。 
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“正确 来 说 叫 归 约 。 将 有 理 数 域 上 的 椭圆 曲线 移 到 有 限 域 ， 称 为 归 约 。 
如 果 于 质数 p 归 约 椭圆 曲线 都 不 会 产生 重 根 ， 那 么 这 种 情况 就 叫 作 “于 p 
有 好 的 归 约 '， 如 果 产 生 了 重 根 ， 就 叫 作 “于 p 有 坏 的 归 约 '"。 椭 圆 曲 线 
只 =23 一 2 于 2 有 坏 的 归 约 。 因 为 它 在 2 上 有 重 根 。 

“ 归 约 : 吗 …… 感 觉 像 化 学 术语 呢 。” 泰 条 拉 说 道 。 

“ 坏 的 归 和 约 也 分 好 几 种 。 于 p 归 约 的 时 候 ， 如 果 重 根 停留 在 二 重 根 的 
范围 内 ， 就 把 这 条 椭圆 曲线 称 为 “于 p 有 乘法 归 约 "， 如 果 有 三 重 根 ， 则 
称 为 “于 p 有 加 法 归 约 '。” 

“好 复杂 哨 。 

“然后 ， 不 管 于 什么 质数 归 约 ， 只 存在 “好 的 归 约 和 “乘法 归 约 ”这 
种 情况 时 ， 我 们 就 将 这 条 椭圆 曲线 称 为 半 稳 定 的 椭圆 曲线 。” 

“ 认 ?1” 我 提高 了 嗓门 ,，“ 这 就 是 怀 尔 斯 证 明了 的 那个 ……” 

“对 。 这 就 是 怀 尔 斯 定理 “每 一 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 
模 形式 ” 中 出 现 的 “ 半 稳 定 ” 的 定义 。 半 稳定 的 椭圆 曲线 指 的 就 是 不 管 于 
任何 质数 归 约 ， 重 根 数 量 都 只 停留 在 二 重 根 的 椭圆 曲线 。” 

10.4.5 有限 域 Fs 

有 限 域 Fs = {0, 1, 2, 3, 4} 的 运算 表 如 下 。 

+I0 12 34 xl|0123 4 
0|0123 4 0|000000 
1l12340 1|0123 14 
2123401 210 2 .413 
3134012 3|0314 2 
4|40123 4|0432 1 

Q@“ 归 约 ” 的 日 语 为 “还 元 ”"， 日 语 化 学 中 也 使 用 这 个 词 ， 意 思 是 还 原 。 一 一 译 者 注 
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这 次 我 们 来 一 个 个 确认 (z,y) 的 25 种 情况 。 
(zx, 大 十 2 二 2 ” 等 号 成 立 吗 ? 
(0,0) 02 十 0=03 成 立 
(1,0) 02 十 1 二 13 成 立 
(2,0) 02? 十 2 一 23 不 成 立 
(3,0) 02?+3=33 不 成 立 
(4,0) 02 十 4 二 43 成 立 
(0,1) 12+0=03 不 成 立 
(1,1) 12+1=13 不 成 立 
(2,1) 12 十 2 二 23 成 立 
(3,1) 二 2 十 3 二 33 不 成 立 
(4,1) 二 十 4 二 43 不 成 立 
(0,2) 2 十 0 二 0 不 成 立 
(1,2) 2 十 1 二 13 不 成 立 
(2,2) 2 二 2=2” 不 成 立 
(3,2) 2 十 3 二 33 成 立 
(4,2) 2 十 4 二 43 不 成 立 
(0,3) 32 十 0=03 不 成 立 
(1,3) 3? 十 1 二 13 不 成 立 
(2,3) 3? 十 2 二 23 不 成 立 
(3,3) 32 二 3=33 成 立 
(4,3) 3 十 4 二 43 不 成 立 
(0,4) 42 二 0=03 不 成 立 
(1 4) 和 人 十 1 二 1” 不 成 立 
(2,4) 人 十 2 二 23 成 立 
(3,4) 和 十 3 二 33 不 成 立 
(4,4) 和 十 4 二 43 不 成 立 

这 样 一 来 ,我 们 就 可 以 知道 方程 式 好 =x 一 z 在 Fs 上 的 解 为 以 下 

7 


(x,y)=(0, 0), (1, 0), (4, 0), (2, 1), (3, 2), (3, 3), (2, 4) 
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10.4.6 点 的 个 数 


y= 




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































“差不多 该 想 要 自己 来 计算 了 吧 。 我 们 把 方程 式 风 = x 一 xz 在 有 限 

域 Bo 中 解 的 个 数 用 s(p) 来 表示 。 
s(p) = (方程 式 风 = 2z3 -zx 在 有 限 域 Fo 中 解 的 个 数 ) 
我 们 已 经 研究 完了 s(2), s(3), s(5)。 我 想 请 人 来 填 下 面 这 个 表格 。 
了 > | Fo Fs Fs 了 7 Ki is Fizr Fo F2s 
s(p)|2 3 7 

我 们 来 分 工 合 作 吧 。 尤 里 负责 Fr 和 Fi1， 泰 条 拉 人 负责 Fis 和 F177， 然 后 你 
负责 Fig 和 F23。” 米 尔 嘉 对 我 说 道 。 

“米尔 嘉 大 人 呢 ?” 尤 里 问 道 。 

“我 睡 个 午觉 。 你 们 填 好 了 叫 我 ”米尔 嘉 说 着 闭 上 了 了 眼 。 

我 们 三 个 人 默默 地 算 起 了 有 限 域 。 求 在 有 限 域 Fp 中 有 几 个 满足 椭 区 

线 内 = 太一 2 的 点 。 
2D 越 大越 费 工夫 ， 不 过 计算 本 身 并 没有 那么 困难 。 我 在 计算 的 间 阶 
1 偷 瞄 了 一 眼 米 尔 嘉 。 

米尔 嘉 闭 着 眼睛 ， 轻 轻 靠 在 椅 背 上 。 仔 细 一 看 , 她 已 经 安静 地 睡 着 了 。 
这 位 黑 发 才女 ， 还 真 的 睡 着 了 啊 …… 

泰 条 拉 在 旁边 蕉 了 截 我 。 

“学 长 ， 你 怎么 停 下 来 了 。 

在 求 完 点 的 个 数 以 后 ， 我 们 互相 检查 了 各 自负 责 的 部 分 。 我 有 一 个 
计算 错误 ， 泰 条 拉 有 三 个 ， 尤 里 则 是 零 个 。 

“ 尤 里 真 历 害 啊 …… ” 泰 采 拉 感叹 道 。 

“| 赔 上 哈哈 ~” 
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“ 那 ， 我 们 该 叫 醒 女 王 大 人 了 吧 。 


10.4.7 棱柱 
“数列 s(p) 的 表 填 好 了 。” 米 尔 嘉 醒 来 后 马上 接着 往 下 讲 。 






































F;, | Ps Fs Fs Fr Fi Fs Fir El9 F2s 
s(p)|2 3 7 7 11 7 15 19 23 
































于 


“我 们 略微 涉足 了 椭圆 曲线 的 世界 。 以 好 = 23 一 xz 这 条 椭圆 曲线 为 例 ， 
数 了 数 这 条 椭圆 曲线 在 有 陈 解 的 个 数 。 

“s(p) 有 什么 含义 吗 ?” 泰 采 拉 举 起 手 。 

“我 感觉 有 点 像 质 数 吐 。 

“这 个 数列 s(p) 体现 了 椭圆 曲线 内 = 写 一 2 的 一 个 侧面 。 使 用 无 数 
的 有 限 域 ， 就 可 以 从 各 种 各 样 的 角度 来 看 椭圆 曲线 。” 

“好 像 棱镜 啊 ! ” 泰 采 拉 说 道 ,“ 阳 光 透 过 棱镜 会 被 分 解 成 无 数 种 颜色 
的 光 ， 把 所 有 的 光 重 合 在 一 起 又 会 还 原 成 本 来 的 阳光 。 感 觉 跟 这 个 很 像 
不 是 吗 ? 有 理 数 域 Q 是 阳光 ， 有 限 域 Fy 表示 每 个 质数 p 的 颜色 ……” 

“这 比喻 相当 不 错 。 米尔 喜 说 道 ,“ 关 于 “椭圆 曲线 的 世界 ” 我们 就 
先 谈 到 这 里 ， 吃 完 巧 克 力 募 斯 后 ， 接 下 来 我 们 就 该 前 往 “ 自 守 形 式 的 世 
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| 由 















































































































































































































































“巧克力 蒙 斯 ?” 
“现在 万 里 正 过 去 买 呢 。 尤 里 从 米尔 喜 那 接 了 钱 ， 摇 晃 背 马尾 辫 跑 
到 了 甜点 区 。 
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10.5 自 守 形式 的 世界 


10.5.1 保护 形式 







































































































































































































































































































































































































































































































































































吃 完 巧 克 力 莫 斯 以 后 ， 泰 条 拉 开 始 讲 自 守 形式 。 
“下 面 这 个 函数 B(z) 有 着 非常 有 意思 的 性 质 。 
B(z) = 27iz Te eBkriz)2 (1- el6kniz)2 
k=1 
在 此 ， 参 数 z 上 暗示 了 复数 …… 尤 里 ， 怎 么 了 ?” 
“米尔 嘉 大 人 …… 这 个 数学 公式 ， 我 一 点 都 看 不 懂 。” 
“证 哥哥 来 帮 你 简单 解释 一 下 吧 。” 米尔 嘉 看 向 我 。 
“这 个 ”突然 把 问题 扔 给 我 吗 ,“ 我 说 尤 里 ， 看见 这 么 复杂 的 数 
学 公式 ， 可 不 能 想 着 “我 一 点 都 不 明白 啊 。 
“我 没 觉得 “一 点 都 不 明白 " 啊 ， 哥 哥 。 咽 …… 这 个 像 牌坊 一 样 的 符 
号 是 什么 啊 。 
“不 是 牌坊 , 是 II (x 的 大 写 ), 这 是 表示 乘法 的 符号 。 下 面 写 着 = 1， 
F 面 写 着 co 。 意 思 是 把 变量 有 蔡 换 成 1,2, 3,.…. ， 再 乘 以 [右边 写 着 的 
所 有 因子 。 明 白 吗 ?” 
“不 明白 。 给 人 家 具体 讲 讲 嘛 !” 尤 里 嘟 起 嘴 。 
“我 们 来 试 试 不 用 可 把 米尔 嘉 写 的 8(z) 表示 出 来 。 它 会 变 成 无 限 乘 
积 的 形式 。” 
D(z) e272z I (1 er (1 ero 
天 二 于 
25iz x (1— Se x (1 j= 
x (1 一 esx2riz)2 x (1 1 一 el6x2riz)2 
x (1 x (1— 1 


XXX .…. 
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“II 的 意思 我 倒是 明白 了 …… 不 过 太 复 杂 了 噶 ! ” 尤 里 说 道 。 
“所 以 都 说 了 ! 为 了 简写 才 用 [来 表示 的 ! ”我 说 道 。 



















































































“更 (z) 是 自 守 形式 的 一 种 ,尤其 是 模 形式 的 伙伴 。” 米尔 嘉 说 道 , “a,b,c,d 











































































































是 整数 , 满足 ad 一 bc=1, 且 c 是 32 的 倍数 , 再 基于 z=wu 二 vi, v>0 
这 个 条 件 ……: 可 知 以 下 等 式 成 立 。” 
az 十 b 2 
加 d)’® 
(E44) = (cz+ a8 
“ 自 守 ……: 多 式 ?” 尤 里 重复 道 。 






























































“保护 形式 。 由 更 (器 起 ) = (cz + 四 ? 亚 (z) 这 个 式 子 ， 可 知 “经 由 更 来 
看 ，z 和 对 拉 形式 相同 " 。 即 使 发 生 了 z 一 圣 世 这 种 变换 ， 也 保持 了 原 


























































































































有 的 形式 ， 所 以 叫 作 自 守 形式 。 话 虽 这 么 说 ， 也 有 (cz 十 d)? 这 种 程度 的 
记 差 。 (cz 十 d)? 的 指数 2 称 为 权 。B(z) 是 “ 权 为 2 的 自 守 形式 '。 到 这 
里 听 明 白 了 吗 ?” 

“完全 …… 没 办 法 想象 。” 泰 朱 拉 抱 着 头 。 

“ 喔 …… 那 我 举 个 简单 的 例子 吧 。 因为 “a,b,c,d 是 整数 , 满足 ad -bec=1， 
有 c 是 32 的 倍数 ”， 所 以 我 们 打 个 比方 , 假设 (* 外 = (3 !) ,这 样 一 来 …… 


0 1 










































































































































































(生生 ) = (cz+dPeC) 的 等 











lz 二 1 2 pi ab 加 11 
” 和 吕 + = Wy RA(° , | ) 
B(z+1)= B(z) 计算 




















纪 就 是 说 ，z 十 1 和 z 经 由 更 可 以 同等 看 待 。 换 言 之 ， 实 轴 方 向 构成 了 周 



































期 为 1 的 函数 。” 


“虽然 不 太 明 白 …… 日 能 够 感觉 出 确实 是 这 样 。” 泰 条 拉 管 道 。 
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话 ， 人 家 脑袋 就 要 爆炸 了 噶 。 尤 里 说 道 。 
“好 吧 ， 接 下 来 我 把 B(z) 变 简单 点 。 
米尔 嘉 微 笑 着 把 手 放 在 尤 里 的 立 
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10.5.2 gg 展开 
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“好 好 看 看 函数 B(z) 的 定义 方 和 














式 。” 米 尔 嘉 继续 往 下 ji 


oo 
D(z) 一 @2 "i? TIG Ee (1 本 
= 








































































































































































































“在 这 里 你 们 应 该 注意 到 了 吧 ， 这 个 式 子 里 馈 骸 了 无 数 个 ex***。 因 此 ， 
我 们 像 下 面 这 样 定 义 一 个 字母 q。 
4=e2 (gq 的 定义 ) 
此 时 ,可 以 用 g 表示 B(z)。 这 就 交 给 泰 条 拉 来 吧 。” 
“ 认 ? 证 我 来 吗 ? ” 泰 采 拉 先 是 表示 吃惊 ,然后 想 了 一 会 儿 说 道 “ 对 了 ， 
指数 运算 法 则 …… 是 这 样 吗 ?” 
®(z)=g1[0 -4 0 -ay) 
大 二 
“ 式 子 变形 不 难 。 用 的 只 有 指数 运算 法 则 而 已 。 
e2riz =g 
@3KTiz a (62 = gq 
el6Kriz (和 po 
“好 

































































的 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 像 这 检 
。 从 现在 开始 ， 我 们 只 3 


4 一 62 来 表示 这 个 式 子 ， 就 叫 
只 关注 g。” 

















上 do 
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10.5.3 ”从 FF(g) 到 数列 a(k) 








“为 了 忘记 B®(z)， 只 关注 9， 我 们 给 它 换个 名 字 ， 叫 作 f(gq)。” 














k=1 

= g(1—g) (1 人 
(一 人 一 人 
G=-922(1 _ 2) 








“F(g) 全 体 都 是 “ 积 的 形式 '。 现 在 我 想 把 F(gq) 变 
尤 里 ,把 积 的 形式 转化 成 和 的 形式 叫 什么 来 着 ? ” 
“我 不 知 …… 啊 ， 难 不 成 叫 作 展开 ? ” 
“对 。 我 们 找 个 人 来 把 F(gq) 。 数 和 







































































































































































公式 狂热 分 了 如 可 就 




















As 





























等 ，F(gq) 可 是 无 限 积 啊 ……” 我 说 道 。 
要 


从 q 到 gq? 的 系数 都 正确 就 行 了 。 超 过 30 次 方 的 项 就 无 视 掉 ， 


函数 的 收敛 我 们 也 无 视 掉 。 作 为 形式 需 级 数 来 计算 。 
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在 三 个 女生 目不转睛 的 注视 下 ， 我 开始 展开 数学 公式 。 真 让 人 紧张 
啊 …… 一 瞬间 我 想 找 些 简便 算法 ， 但 还 是 决定 就 这 么 硬 算 下 去 。 因 为 算 
到 g”3 就 够 了 ， 超 过 30 次 方 的 项 在 计算 途中 无 视 掉 就 好 了 。 那 么 就 把 超 
过 30 次 方 的 项 省 略 ， 写 作 Qo 吧 。 































































































F(g)=g[[0G -ea Ge 


k=1 
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k= 二 1 时 , ) 
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因子 移 到 [[ 的 前 本 
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将 g 乘 到 括号 内 。 
=(g—2g9 +9)(1 -29 +9) I-00") 
和 二 全 
将 最 前 面 的 两 个 因 式 相 乘 。 
至 (g 205 g? 1 4913 17 2021 | d25) 
x [[G -0a ) 


呼 …… 我 做 了 个 深呼吸 ， 继 续 往 下 计算 。 
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= (g 2g5 Ee 3g’ 十 6033 十 2g1” i 2021 3d28 18g29 a Q30) 


x nl (1 0 (1 a gs*)? 





因为 JI 人 (1 一 4“) (1 一 gqg*)? 只 会 产生 超过 30 次 方 的 项 ， 

















后 就 不 





























4/ 工人 村 oo 


所 以 k= 8 之 
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F(g)=(g—2g -3g +6g +2g" — gq’ — 8g + Qa0) 


x (1—g) (lg PH- (1 一 0 





三 (gq— 205 309 十 6d13 | 2g17 go 10g*? | Qa0) 


又 I I= gy2 (1- ges)2 
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“做 完了 。 这 样 就 行 了 吧 ? ”我 问 道 。 








F(q)=9—-29 -30 +6g +2g 一 人 一 100 和 十 


“好 的 。 米尔 嘉 点 点 头 ,“ 我 们 将 4 的 系数 称 为 a(k)， 将 F(q) 看 作 
数列 a(k) 的 生成 函数 。 把 系数 明确 写 出 来 …… 






































5 9 13 17 25 29 
—2 -3 6 2 一 1 =10 





























可 以 从 数列 a(k) 还 原 了 (gq)。 也 就 是 说 ,数列 a(k) 像 含有 遗传 因子 般 含 不 
关于 了 (gq) 的 信息 。 接 下 来 终于 该 说 到 将 椭圆 函数 和 自 守 形式 世界 连接 和 
来 的 “谷山 - 志 村 定理 ”了 。” 
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10.6 谷山 - 志 村 定理 


10.6.1 两 个 世界 


























该 说 到 谷山 - 志 村 定理 了 。 我 们 今天 跑 过 了 两 个 世界 。 在 “椭圆 



























































线 的 世界 ” 里， 我 们 由 椭圆 曲线 内 = 2 一 zz 创造 了 数列 s(p)。 在 “ 自 驻 
区 式 的 世界 ” 里， 我 们 由 自 守 形式 B(z) 创造 了 f(gq)， 然 后 创造 了 数列 
a(k)。 谷 山 - 志 村 和 是 里 认为 这 两 个 世界 是 对 应 的 。 































































































































































































实 圆 曲线 的 例子 4 守 形式 的 例子 
P= alp) 0) ofl) + ql[ Qa) 0 gy 
k=1 





























将 两 个 数列 s(p) 和 s(p) 分 别 总 结 成 表格 的 形式 ， 如 下 所 示 。 





F;, | Fs Fs Fs Fr Fi Fs Fir El9 F2s 
s(p)|2 3 7 7 11 7 15 19 23 








k 1 5 9 13 17 25 29 
1 .=2. =3 0 2 二 二 10 





























关注 质数 ， 将 两 个 表格 合成 一 个 表格 ， 两 个 世界 就 会 相连 。 








问题 10-2 (在 椭圆 曲线 和 自 守 形式 之 间架 起 桥梁 ) 
找 出 数列 s(p) 和 数列 a(p) 之 间 的 关系 。 
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人 列 | 且 3377 7 下 地 站 
aoa)lo 0 =30 0 6 2 0 10 
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“ 训 ? 我 好 像 明 白 了 。” 尤 里 说 道 。 

“米尔 嘉 ， 我 也 明白 了 。” 泰 条 拉 说 道 。 

当然 , 我 也 马上 就 明白 了 。s(p) 是 来 源 于 椭圆 函数 的 数列 。a(p) 是 
来 源 于 自 守 形式 的 数列 。 然 而 …… 为 什么 它们 之 间 的 关系 会 这 么 简单 ? 

我 也 为 这 个 事实 震惊 了 一 一 椭圆 曲线 和 目 守 形式 竞 然 能 拿 来 玩 。 居 
然 能 靠 自己 动手 来 尝试 有 限 域 和 gq 展开 的 计算 …… 不 过 是 米尔 串 提 出 来 
让 我 算 ， 我 才 算 出 来 的 ……: 

“干什么 呢 ?” 米 尔 嘉 问 道 ,“ 尤 里 ， 快 点 回答 。” 

“ 啊 ， 是 。 数 列 s(p) 和 数列 a(p) 之 间 有 s(p) 十 a(p) =p 的 关系 。 不 
过 …… 太 不 可 思议 了 !” 
解答 10-2 (在 椭圆 曲线 和 自 守 形式 之 间架 起 桥梁 ) 

数列 s(p) 和 数列 a(p) 之 间 有 着 如 下 关系 。 

s(p) 十 a(P) 三 了 



































椭圆 曲线 和 自 守 形式 (旅行 地 图 ) 








椭圆 曲线 的 世界 
Q 上 的 六 二 2 一 
Fs, 上 的 上 Tz 
F, 0 
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“椭圆 曲线 和 自 守 形式 的 来 源 完全 不 同 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 然 而 ， 它 们 
在 深 人 处 却 有 着 联系 。 我 们 通过 一 个 例子 触 磁 到 了 这 个 联系 ,在 椭圆 曲线 
和 上 自 守 形式 之 间架 起 了 一 座 桥梁 。 关 于 所 有 的 椭圆 曲线 都 存在 这 样 的 对 
应 关系 。 这 就 是 谷山 - 志 村 定理 。 它 在 椭圆 曲线 和 自 守 形式 两 个 世界 间 
染 起 了 桥梁 。 这 座 连 接 两 个 世界 的 桥梁 ， 是 用 Zeta 构成 的 。” 

“Zeta? ”我 回应 道 。 

“那个 改天 再 讲 。 现 在 我 想 讲 一 下 弗 束 曲线。” 
10.6.2 ” 弗 赖 曲线 

假设 “ 费 马 大 定理 不 成 立 ”"， 就 能 构成 某 条 椭圆 曲线 。 弗 赖 注意 到 





























一 点 。 这 条 椭 






















































































到 曲线 叫 作 弗 赖 曲线 。 
定理 不 成 立 ， 则 存在 三 个 两 两 互 质 的 自然 数 a,b,c 以 及 








假设 费 马 才 





















































































































































































































































































































































































































































大 于 等 于 3 的 质数 p， 它 们 满足 以 下 等 式 。 

a?+b?=c? 

赖 曲线 就 是 用 这 两 个 自然 数 a,b 构 成 的 。 

y= zx(z+a?r)(r— b?) 〈 弗 赖 曲线 ) 
10.6.3 半 稳 定 

“ 接 下 来 ,我 们 来 确认 弗 融 曲线 是 半 稳 定 的 。 下 面 我 们 把 用 于 归 
约 的 质数 表示 为 4。 这 是 为 了 不 跟 弗 赖 曲线 内 = z(z 十 a?)(z 一 b7) 中 
出 现 的 p 搞 混 。 然后, 椭圆 曲线 “ 半 稳 定 ' 指 的 是 用 质数 上 归 约 椭圆 
1 线 时 会 出 现 “好 的 归 约 ”或 者 “乘法 归 约 "。 换 言 之 ,在 有 限 域 Fe 中 
考虑 椭圆 曲线 方程 式 妇 =zs+az2+boz 二 ce 时 会 出 现 两 种 情况 : 要 入 
十 qz? 十 bz 十 c= 二 0 没有 重 根 (好 的 归 约 )， 要 么 有 重 根 , 但 只 重 
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根 ( 乘 法 归 约 )。 也 就 是 没有 三 重 根 。” 

米尔 圳 在 这 里 停顿 了 大 约 三 秒 钟 。 

“用 质数 4 归 约 弗 赖 曲线 的 时 候 没 有 三 重 根 。 因 为 如 果 用 质数 4 归 约 
时 出 现 三 重 根 ， 那 就 意味 着 有 三 个 解 z = 0, 一 a?,b?。 这 三 个 解 以 质数 4 
为 模 同 余 。 以 质数 4 为 模 就 意味 着 0 是 4 的 倍数 。 也 就 是 说 ，-a?,b? 这 
两 个 数 都 必须 是 6 的 倍数 。 但 因为 a Lb， 所 以 a 和 bb 没有 共同 的 质 因 数 。 
册 就 是 说 ， 一 a?, b? 这 两 个 数 不 能 都 是 4 的 倍数 。 因 此 ， 弗 赖 曲线 即使 有 
重 根 ， 最 多 也 只 是 二 重 根 。 弗 赖 曲 线 是 羊 稳定 的 。 

“ 怀 尔 斯 证 明了 “每 一 条 羊 稳 定 的 椭圆 曲线 都 可 以 对 应 一 个 模 形 式 ， 
这 一 定理 。 椭 圆 曲 线 对 应 模 形 式 指 的 是 这 条 椭圆 曲线 与 自 守 形式 中 的 

形式 模 形式 相对 应 。 可 以 说 “ 怀 尔 斯 定理 ”是 连接 半 稳 定 的 椭圆 
线 和 自 守 形式 的 桥梁 。 利 用 这 个 定理 ， 就 能 将 半 稳 定 的 弗 赖 曲线 和 

多 式 相 对 应 。 自 守 形 式 中 可 以 定义 一 个 叫 作 level 的 数 ， 根 据 赛 尔 和 黎 
贝 的 研究 ， 弗 赖 曲 线 与 “ 权 为 2，level 为 2 的 自 守 形式 ' 相对 应 。 然 而 ， 
依据 自 守 形式 的 理论 , 已 经 证 明了 “不 存在 权 为 2, level 为 2 的 自 守 形式 。 
这 就 产生 了 矛盾。 

总 结 一 下 就 是 这 样 : 假设 费 马 大 定理 不 成 立 ， 就 可 以 造 出 弗 赖 曲线 。 
这 讲 的 是 “椭圆 曲线 的 世界 "。 紧 握 弗 赖 曲线 这 张 入 场 券 ， 走 过 怀 尔 斯 
定理 这 座 桥 ， 前 往 “ 自 守 形 式 的 世界 " 。 在 那里 应 该 存在 着 与 弗 赖 曲线 
相对 应 的 自 守 形式 。 然 而 ， 在 那 边 迎 接 我 们 的 只 有 “不 存在 那样 的 自生 
乡 式 ”这 个 事实 。 这 也 就 意味 着 ， 最 初 的 假设 一 一 费 马 大 定理 不 成 立 ， 
是 错 的 。 

泰 末 拉 啊 地 举 起 手 。 

“我 提 个 可 能 很 奇怪 的 问题 …… 为 什么 “不 存在 权 为 2，level 为 2 的 
自 守 形式 ” 呢 ?”” 泰 打 拉 问 道 。 

“你 问 的 非常 对 。 米尔 嘉 答 道 ,“ 不 过 …… 还 不 能 马上 给 你 解释 。 接 
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下 来 要 是 缠 起 阿里 阿 德 涅 之 线 ,就 能 以 椭圆 曲线 和 自 守 形式 为 开端 ， 深 
入 探索 数学 的 森林 。 什 么 时 候 我 们 一 起 去 吧 。” 

米尔 嘉 面 对 我 们 展开 双 臂 。 

简直 就 像 天 使 的 羽翼 一 般 。 
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“不 好 意思 , 我 们 该 关门 了 。” 咖啡 店 的 服务 生来 到 我 们 点 前 。 

店 里 只 剩 下 我 们 四 个 人 。 桌 子 上 四 处 散落 着 笔记 用 纸 。 
“差不多 该 回去 了 吧 。” 我 说 道 。 
“米尔 嘉 ， 非 常 感谢 1” 泰 打 拉 行 了 一 礼 。 
“好 有 趣 啊 。 米 尔 嘉 大 人 。” 尤 里 说 道 。 


“ 真 的 太 神 奇 了 。 我 也 表示 赞同 。 








过 让 > ?9 
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“ 喔 …… 是 吗 ?” 米 尔 嘉 一 下 子 看 向 了 别处 。 
“下 次 再 见 米 尔 嘉 大 人 ， 该 是 庆功 实 了 吧 …… 好 期 符 哎 1 7” 
“下 个 周 六 。” 我 说 道 。 



































“在 期 末 考 试 的 庆功 宴 以 前 ， 别 忘 了 还 有 期 末 考 试 这 回 事 哟 ! ” 


泰 沙拉 举 起 双手 说 道 。 

































































GD 英雄 忒 修 斯 在 克 里 特 公主 阿 : 
诡 陶 洛斯 。 这 个 线 团 称 为 阿 上 

















阿 德 涅 的 帮助 下 ， 用 一 个 线 团 破解 了 迷宫 ， 邓 死 了 怪物 弥 
阿 德 涅 之 线 ， 是 起 修 斯 在 迷 官 中 的 生命 之 线 。 一 一 译 者 注 
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10.7 ”庆功 宴 


10.7.1 自己 家 中 
期 末 考 试 也 终于 告 一 段落 。 庆 功 宴 当 天 的 傍晚 ， 大 家 都 从 在 了 一 起 
“打扰 了 。 米尔 嘉 说 道 。 
“没事 ， 欢 迎 欢迎 。 我 妈 说 道 。 
米尔 嘉 直 勾 勾 地 采 着 我 妈 的 脸 。 
“那个 SP 有 什么 事 吗 ? 中 


“您 跟 您 儿子 耳 条 长 得 好 像 啊 。 













































































































































































“a 打 打 打 打 打扰 了 。” 泰 条 拉 来 了 ， 样 子 很 是 紧张 。 
“外 套 挂 在 这 边 的 衣架 上 哦 。” 我 妈 说 道 。 
“我 们 这 么 多 人 来 打扰 您 ， 真 是 不 好 意思 。 和 盈 盘 说 道 。 


“很 期 待 你 给 我 们 表演 钢琴 哦 !” 我 妈 看 起 来 很 高 兴 。 





CC 




























































































































































































“ 嗨 ~ ” 尤 里 来 了 。 

“ 没 带 男 朋友 来 吗 ?” 盔 盔 戏 弄 尤 里 。 
“因为 没 必 要 。” 

“来 来 ， 大 家 到 客厅 集合 ! 披萨 到 了 哆 ! 7” 

















我 妈 出 来 管事 儿 了 。 一 一 话说 什么 时 候 决 定 吃 披萨 了 ? 

“大 家 都 拿 到 果汁 了 吧 ? 来 , 干杯 ! ” 连 出 来 宣布 干杯 的 都 是 老 妈 ,“} 
末 考 试 考 得 怎么 样 ?” 

“ 喂 ， 老 妈 一 老 妈 ! ” 

跟 女 生 们 说 话说 得 不 亦 乐平 。 咋 说 呢 ……: 
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10.7.2 Zeta ,变奏曲 























































































































10.7 
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“ 那 我 开始 唆 。” 乔 乔 一 下 子 华 在 钢琴 前 。 

一 个 音符 响起 。 

又 | 

明了 好 一 阵子 之 后 ， 硬 鳃 开始 慢 慢 地 项 击 键 盘 各 处。 

我 以 为 她 是 试 弹 。 

胆 我 错 了 。 

只 见 盔 盔 的 双手 在 键盘 上 游 移 ， 速 度 越 来 越 快 。 毫 无 秩序 的 音符 间 
趴 上 了 其 他 的 音符 。 一 堆 杂 乱 无 章 的 音符 中 诞生 了 小 小 的 图 案 ， 然 后 无 
数 的 图 案 开始 交织 ， 形 成 了 更 大 的 图 案 。 

然后 ， 就 从 离散 走向 了 连续 ! 

回 过 神 来 ， 我 已 经 被 抛 向 了 广 亡 的 大 海 。 海 浪 ， 海浪 ,海浪 ， 不 停 
袭 来 的 海浪 。 胡 鳃 弹出 的 琴音 翻 涌 着 ， 卷 起 波浪 ， 将 我 冲 走 。 我 在 这 激 


















































流 的 冲击 下 ， 完 全 失去 ] 


我 站 在 了 窜 前 
个 个 微小 的 洲 涡 相 



































的 海岸 边 ,人 
互 辉 映 






































方 同感 ， 就 在 这 一 瞬间 一 一 























Wh 











“ 数 星 














Si whe 


星 的 人 和 画 星 有 






































， 盈 熏 的 演奏 不 知 何 时 





























1 无 数 的 星 





搬 就 像 与 一 











有 规律 , 又 好 似 没 在 



















































































命 鼓掌 


:人 ， 哥 哥 你 属 




















已 经 结束 了 。 











痛 了 。 























限 到 我 家 的 钢琴 也 能 发 出 这 人 么 引 



































“米尔 


走 亲 作 
JH 入 本 ? 





“Zeta 























区 
分 丑 











厅 了 ! 这 是 什么 


Zeta' 变 
































人 关 遇 。 






































条 拉 问 道 。 

















A 
合租 。 





于 哪 种 ? 











7p” 
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“对 。” 米尔 嘉 答 道 , “仿照 在 数学 中 普遍 扩大 的 Zeta，Zeta 变奏 曲 。 

函数 是 Zeta， 其 实 有 许 许 多 多 的 Zeta 交织 存在 着 。” 
这 么 说 来 ， 在 讲 谷山 - 志 村 定理 的 时 候 ， 学 姐 也 提 到 过 ， 是 Zeta 
连接 着 两 个 世界 吧 。” 泰 打 拉 说 道 。 


“对 。 我 简单 说 一 下 吧 。 用 一 个 质数 定义 一 个 函数 Lp(s)， 这 个 质数 






































































































































































































































































































































1 
LE(s) 一 
a(p) 
形成 好 的 归 约 的 质数 p 1— pe + 志 
将 积 写成 下 面 这 样 的 形式 窜 级 数 。 
~ a(k) 
L 
F(s) ks 
天 三 外 
这 个 数列 a(k)， 创 造 下 面 这 样 的 g 展 开 的 形式 。 
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这 样 一 来 ，F(a) 就 变 成 了 权 为 2 的 目 守 形式 。Lg(s) 则 是 连接 椭 线 
这 个 代数 对 象 的 Zeta。Lr(s) 是 连接 自 守 形式 这 个 解析 对 象 的 Zeta。 所 
有 的 椭圆 曲线 都 存在 与 其 对 应 的 , 通过 Zeta 连接 的 自 守 形式 。 这 就 是 谷山 

志 村 定理 。 












































































































































代数 Zeta = 解析 Zeta 


1 a(k) 
| 


形成 好 的 妆 约 的 质数 p ps 十 B25 自然数 
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此 外 ,我 们 看 看 欧 拉 乘积 和 黎 曼 的 Zeta 函数 。 在 这 边 ,“ 围 绕 质 数 
的 乘积 ”与 “围绕 自然 数 的 和 ” 相等。 看 ， 很 像 吧 。 




























































































质数 p ” ”D5 自然 数 天 
\ / 
“说 像 还 真是 像 …… 不 过 两 边 都 叫 “Zeta” ， 还 真是 “不 拘 小 节 地 同等 
看 待 ” 呢 。” 泰 打 拉 说 道 。 







































































“ 哎 ， 尤 里 。” 我 妈 悄 悄 向 万 里 搭 话 ,， “这 么 难 的 东西 你 能 听 明 白 吗 ?” 










































































“数学 这 东西 ， 有 什么 用 啊 ……” 我 妈 叹 了 口气 。 
“虽然 不 知道 有 什么 用 ， 不 过 我 喜欢 数学 ! " 万 里 回答 道 。 
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“最 后 一 块 我 就 收 下 了 啊 。 我 伸手 准备 拿 披萨 。 
“ 啊 ! ” 尤 里 叫 道 。 
“ 虽 ? 你 想 吃 ? 那 给 你 吧 。” 
“好 开心 嘲 ! 7” 
“说 起 来 ， 米 尔 嘉 讲 的 基本 勾 股 数 的 解法 好 有 趣 啊 。 
“米尔 嘉 大 人 的 解法 ? 哥哥 ， 那 是 什么 样 的 问题 ?” 

我 向 尤 里 简要 说 明了 我 跟 米 尔 嘉 是 如 何 解 开 了 “是 否 存在 无 数 个 直 
本 勾 股 数 ”的 
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可 题 。 
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10.7.3 ”生产 的 孤独 

“能 把 灯光 调 暗 点 吗 ?” 盔 鳃 说 着 ,开始 用 茵 士 风 格 演绎 巴赫 的 曲子 。 
她 似乎 想 一 直 担 任 配 背景 音乐 的 工作 。 房 间 里 弥漫 着 轻松 的 气氛 。 

为 什么 怀 尔 斯 会 ……” 泰 条 拉 突 然 开 口 ，“ 会 觉得 赁 一 人 之 力 就 能 
证 明 呢 ? 一 个 人 把 自己 关 在 书房 里 长 达 七 年 ， 肯 定 非常 孤独 吧 。 大 家 一 
起 帮忙 的 话 岂 不 是 很 快 就 能 证 明 出 来 了 吗 ?” 

“他 想 一 个 人 实现 自己 的 梦想 吧 。” 米尔 嘉 回 答 道 ,“ 但 是 就 连 怀 尔 斯 
也 不 是 全 部 自己 完成 的 。 数 学 是 一 门 积累 的 学 问 。 不 管 怎 样 的 天 才 ， 都 
不 是 由 零 开 始 创造 所 有 的 数学 知识 的 。 他 们 也 要 站 在 其 他 人 无 数 的 证 明 
结果 的 基础 之 上 。” 

“孤独 吗 ……” 我 喃 喃 道 ,“ 尤 里 经 常 说 “喜欢 一 起 思考 '。 但 是 ， 即 
使 通过 相互 讨论 创造 了 “一 起 思考 ” 的 环境 ， 灵 感 也 是 从 每 个 人 脑海 里 F 
生 的 吧 。” 

喷 ? 尤 里 去 哪儿 了 …… 环视 四 周 ， 发现 她 在 房间 角落 里 正 写 着 什么 。 

“ 跟 生 孩 子 一 样 呢 。” 我 妈 端 来 了 茶 ,“ 有 深 爱 的 丈夫 在 ， 也 有 医生 在 ， 
但 是 要 “生产 ”的 只 有 将 要 当 妈 的 人 。 谁 都 没 法 代替 母亲 生产 。 对 孩子 来 
说 ， 只 有 一 个 母亲 。” 

“孤独 的 人 会 写 信 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 孤 独 的 数学 家 则 写 论 文 。 为 了 传 
递 给 未 来 的 某 个 人 ， 写 一 封 以 论文 为 名 的 信 。 

“如 果 写 了 ， 就 不 孤独 了 。” 泰 条 拉 突 然 低 声 说 , “即使 不 能 马上 被 人 
收 到 ， 能 以 语言 表达 出 来 也 很 重要 呢 ……” 

“确实 , 如果 山 纽 没有 出 版 那 本 书 , 费 马 大 定理 也 不 会 传递 到 我 们 这 里 。 

“历史 ， 是 奇迹 堆积 而 成 的 。” 泰 末 拉 说 道 。 
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10.7.4” 尤 里 的 灵感 
哥哥 ， 哥 哥 ! ”万 里 一 直 没 说 话 ， 这 时 突然 叫 了 起 来 ,“ 我 列 出 了 一 
串 平 方 数 哦 。 
“你 到 底 在 说 什么 ? 
尤 里 清 了 清 嗓子 ， 开 始 讲 道 : 

“刚才 那个 “是 否 存在 无 数 个 基本 人 勾 股 数 ” 的 问题 。 我 列 出 了 一 串 平 
方 数 ， 把 每 个 数 跟 它 旁边 的 数字 相 减 。” 

1 4 9 16 25 36 平方 数 
3 5 7 9 11 减法 运算 

“这 样 一 来 ， 减 法 运算 的 结果 就 都 是 奇数 了 呢 。” 

“这 叫 作 “差分 数列 " 。” 我 说 道 。 

“ 尤 里 你 真有 聪明 。” 米 尔 嘉 说 道 。 

米尔 嘉 在 夸 她 什么 啊 ? 

“ 噶 哈 ! 米尔 嘉 大 人 已 经 看 穿 了 吗 ? 因为 减法 这 里 …… 叫 作 差 分 数列 
是 吗 ? …… 会 出 现 所 有 的 奇数 ， 所 以 也 就 会 出 现 奇数 的 平方 数 对 吧 。 打 
个 比方 , 刚才 我 写 的 数列 里 出 现 了 9 这 个 奇数 的 平方 数 ， 因 为 32= 9， 
所 以 9 是 奇数 的 平方 数 。 也 就 是 说 ， 如 果 平 方 数 加 上 奇数 的 平方 数 ， 就 
会 得 到 下 一 个 平方 数 。 这 不 就 产生 了 无 数 个 基本 勾 股 数 吗 ?” 

1 4 9 16 25 36 
3 5 7 9 11 
9=25—16 根据 差分 数列 的 含义 
3 =5 一 4 平方 的 形式 表现 
32 十 委 一 52 j 边 同时 加 上 生 
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“我 啊 ， 在 这 里 发 现 了 基本 勾 股 数 (3, 4, 5)。 不 过 这 不 是 人 家 偶然 发 
现 的 哦 ! 差分 数列 的 部 分 会 出 现 所 有 奇数 的 平方 数 。 也 就 是 说 ， 会 找到 
无 数组 (a, b,c) 这 样 的 数字 。 之 后 我 就 不 知道 该 说 什么 了 ……: . 


























































































































这 样 啊 ， 尤 里 是 根据 无 数 个 “奇数 的 平方 数 "来 构成 无 数 个 基本 勾 股 
数 的 啊 。 
“不 够 公式 化 。 米尔 嘉 说 道 ,“ 这 没 表 现 出 互 质 。 不 过 尤 里 已 经 把 重 
要 的 思路 讲 出 来 了 。” 

“米尔 需 大 人 …… 能 麻烦 您 继续 吗 ? ”万 里 问 道 。 

“你 把 接力 棒 交 给 哥哥 吧 。 米尔 喜 说 道 。 


“好 好 。” 我 连忙 应 道 ， 开 始 向 大 家 说 明 。 

















































































































































































































© © © 




















之 后 ， 要 证 明 存在 无 数 个 基本 勾 股 数 。 
准备 一 个 平方 数 的 数列 。 









































Su , (2k)2, (2 大 十 和 Si 








计算 (2k 十 1)? 一 (2k)? 可 求 出 差分 数列 。 








(2 十 1)2 — (2k)?2 = (4k? + 4k+1)— (2k)? 展开 (2k 十 1)? 
= (4k? + 4k+1)— 4k2 展 
= 4k+1 计算 后 消去 48? 























五 
中 
nl 


也 就 是 这 么 回 事 。 














(21)2 (2k+1)? 





4K 十 工 
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刚才 我 们 得 到 的 45 十 1 这 个 式 子 ， 只 要 随 人 





























一 个 数字 代替 到 ， 就 
























































能 形成 奇数 的 平方 数 。 我 们 要 这 么 具体 地 去 想 : 45 十 1= (27 一 1)? 即 
b=2j— 1。 
4k+1= (27—1) 表示 出 “奇数 的 平方 数 ”的 形式 

















= 47? 一 条 十 1 展开 式 3 
=47(j—1)+1 提出 47 


也 就 是 说 ， 如 














Bh 么 上 就 等 于 2， 





















































(a, b,c) = (3, 4,5) 这 组 勾 股 数 。 








| 























接 下 来 只 要 订 


E 明 我 


= 


造 出 无 数组 勾 股 数 。 





果 ==j(7 一 1)， 那 么 4k 十 1 就 是 平方 数 。 如 果 j=2， 
比 时 4k 十 1 二 9==32。 也 就 是 说 , j= 二 2 时 可 以 得 到 











当 j7 三 3 时 y k=6; (a,b,€)=(12; 5 13)s 
7 二 4 时 , k==12, (a,b,c)= (24, 7， 25)。 


将 7 逐渐 增 大 ， 就 能 印 





























要 证 明 (a, bc) 三 




















c 和 oa 互 


对 


o 





因为 c=a 十 1， 所 
同 的 质 因数 p， 所 以 c 











个 数 

















两 互 质 。 














a 应 该 是 p 的 倍数 。 又 


以 ela 是 吧 。 因 为 c 和 oa 这 两 个 数字 具有 共 


门 创造 的 勾 股 数 是 基本 勾 股 数 就 行 了 。 为 此 ， 需 












































因为 c 一 a 等 于 1， 所 以 





然后 要 证 明 b1c。 假设 b 和 cc 的 最 大 公约 数 为 g, 令 5=gB， 


c 一 9C。 








EE 
忆 
3 
[oy 
a 
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a? 十 六 因为 a, b,c 是 勾 股 数 
0 = 将 太 移 项 到 等 式 右边 
a = (gC)” 一 (9B) 代入 b= 9gB,c= 9C 
a2 = g2C? 过 计算 
0 = (0 = 82) 提出 g? 





根据 最 后 得 出 的 式 子 a2=g2(0C? 一 B?), 可 知 a? 是 g? 的 倍数 。 也 
就 是 说 ，a 是 9 的 倍数 。 男 外 ， 因 为 c = gC， 所 以 c 也 是 g 的 倍数 ， 即 
g 是 a 和 cc 的 公约 数 。 另 一 方面 ,因为 c1 a， 所 以 a 和 cc 的 公约 数 g 等 





















































于 1。 















































里 也 口 j 得 出 G0 





























综 上 所 述 ， 可 以 创造 无 数 个 基本 勾 股 数 。 
















































































忆 为 b 和 e 的 最 大 公约 数 9 等 于 1， 所 以 可 以 得 出 结论 : 上 c。 同 
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“学 长 ! 这 是 个 边 长 的 差 等 于 1 的 直角 三 角形 啊 ! 我 之 前 一 直 在 想 ， 
是 不 是 能 从 这 里 着 手 …… 

“ 确 闲 人 il 能 只 是 我 的 下 宛 方 癌 跑 局 人 

“我 最 喜欢 聪明 的 孩子 了 。” 米 尔 嘉 说 道 ,“ 尤 里 ， 过 来 一 下 。” 

“什么 ? ”无 里 问 道 。 

“ 慢 着 。” 我 拦住 了 尤 里 。 
10.7.5 并 非 偶然 

欣赏 盔 盔 的 琴 声 ， 大 聊 特 聊 ， 听 着 尤 里 的 证 明 ……… 即便 没有 酒 ， 我 









































员 
也 醉 在 这 氛围 之 中 了 。 于 是 我 一 个 人 去 走廊 “醒酒 ”。 
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证 
ipa 
六 























呼 …… 我 人 在 墙壁 上 ， 任 由 自己 滑 下 来 晶 
败 了 啊 。 

















在 地 上 。 真 是 被 尤 里 打 
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之 前 我 摆 出 一 副 老 师 的 样子 , 教 给 她 “基本 勾 股 数 的 一 般 形 式 ” 和 “用 
上 参数 化 的 方法 ”， 可 这 次 尤 里 靠 自 己 思 考 ， 找 出 了 属于 自己 的 证 明 方法 。 



























































































































































而 且 泰 条 拉 还 暗示 过 那 条 路 。 我 是 不 是 拖 了 泰 杂 拉 的 后 腿 ? 米尔 嘉 好 像 
也 说 过 我 “不 配 当 老师 ” 来 着 。 完 了 ， 感 觉 好 失落 …… 











泰 末 拉 从 房间 走 了 出 来 。 
“学 长 ， 你 怎么 了 ? 心情 不 好 ?” 

她 蹲 在 我 面前 ， 脸 上 写 满 了 担心 。 从 她 身上 味 来 甜 甜 的 香气 。 
9 已 在 给 自己 开 反 省 大 会 。” 
泰 末 拉 一 脸 不 解 :“ 对 了 学 长 ， 那 个 “M 的 谜 你 解 开 了 吗 ?” 
站 字母 M 的 迹 。 泰 条 拉 的 挂 饰 。 

“我 认输 了 。 只 是 少 了 爱 …… 是 吧 。” 

“是 少 了 i 的 幅 角 。” 徐 条 拉 看 似 很 开心 地 说 道 ,“ 那 个 挂 饰 不 是 M， 
我 是 想 把 M 闭 时 针 旋 转 90° 变 成 》 。 因 为 我 超级 喜欢 数学 ， 所 以 想 要 个 
> 。 不 过 因为 没有 ， 所 以 就 用 M 代替 了 。 

“的 确 ， 纪 的 挂 饰 哪儿 都 没有 卖 的 呢 。” 

“希腊 的 话 没 准 有 卖 呢 。” 
“ 那 ， 不 是 某 个 人 的 名 字 的 首 字母 啊 …… ” imaginary boyfriend ? 

“ 某 个 人 …… 比 如 米尔 嘉 的 M?” 

“ 啊 ， 不 是 …… 这 么 说 来 之 前 在 图 书 室 捉 迷 藏 的 时 候 ， 我 还 什么 都 没 
能 说 呢 ……” 

我 话 刚 说 到 一 羊 , 泰 条 拉 脸 上 突然 染 上 了 红晕 , 伸 开 双 臂 上 下 挥 来 挥 去 。 
是 “ 停 ” 的 手势 。 我 立马 闭 上 了 嘴 。 
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“学 长 ， 你 经 常 说 相遇 是 个 偶然 对 吧 。 不 过 …… 我 能 遇见 学 长 不 是 介 
然 ， 是 奇迹 哦 ! ” 
































泰 灯 拉 满 脸 通 红 地 留 下 这 人 句 话 ， 就 飞 也 似 地 跑 回 客厅 了 。 









































“最 后 大 家 一 起 来 唱 首 歌 吧 1” 我 妈 宣布 。 


| 
歌 名 是 一 一 《平安 夜 》 


今年 马上 就 要 落下 帷幕 了 。 虽 然 发 生 了 很 多 事 愉 


者 ， 但 比 起 整个 数学 
FF 微不足道 。 但 对 我 来 说 ， 对 我 们 习 
































































































































说 ， 这 是 无 法 代替 
的 一 年 。 























曲 终 ， 鼓 掌 ! 大 家 脸颊 都 泛 起 了 红 潮 。 


那 ， 接 下 来 …… 大 家 一 起 开始 收拾 ! ”我 妈 又 宣布 道 ,“ 公 主 们 有 我 
家 骑士 护送 回 家 ， 不必 


































































































骨 膀 。 


担心 1” 我 妈 拍 了 拍 我 的 
“ 老 妈 …… 为 喻 这 么 独断 专 行 ?” 
“ 眼 你 一 模 一 样 。” 3 


。 米尔 嘉 说 道 。 



























































10.8 ”仙女 座 也 研究 数学 












































车 站 。 天 色 已 经 很 晚 了 ， 遗 憾 的 是 
抬头 看 不 到 夜空 中 的 星星 。 大 家 一 个 个 都 哈 着 白 雾 。 

“ 尤 里 你 的 第 三 种 证 法 真 厉害 啊 ! ” 泰 洒 拉 说 道 
“ 咖 嘿 ,被 泰 末 拉 表 娘 了 ! ” 
“ 嗯 ， 我 都 没 注 意 到 还 有 那 种 解法 。” 
“哥哥 …… 特 许 你 摸 摸 我 的 头 哦 。” 
我 无 奈 地 摸 了 摸 尤 9 
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有 的 票 色 头发 。 





也 出 
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“ 费 马 大 定理 没有 第 二 种 证 法 吗 ?” 泰 打 拉 问 道 。 

“没有 初级 的 证 法 。” 走 在 最 前 面 的 米尔 喜 回 过 头 ,“ 数 学 家 们 这 么 说 的 。 
就 是 肯定 没有 。 不 过 今后 可 能 会 发 现 新 的 数学 概念 ， 从 而 创造 出 更 简 
村 的 证 法 。” 

就 像 发 现 “ 人 负数 ”那样 ? 

就 像 发 现 “ 复 数 ” 那样? 

“真能 发 现 吗 ?”” 泰 末 拉 问 道 。 

“ 道 用 勾 股 定理 ， 就 能 创造 出 直角 。 这 是 当时 最 尖端 的 技术 ,但 是 现 
在 已 经 在 小 学 普及 了 。 二 次 方程 的 解法 、 复 数 、 和 矩阵 、 微 积分 …… 所 有 
这 些 都 是 曾经 最 先进 的 知识 ， 不 过 现在 也 普及 到 初中 高 中 了 。 这 样 下 去 
没准 以 后 我 们 在 学 校 就 能 学 到 “ 费 马 大 定理 的 证 法 ”。” 

“原来 如 此 ……” 泰 条 拉 点 点 头 。 

“我 们 只 活 在 当下 。 米尔 亮 继续 道 ， 她 的 脸颊 冻 得 发 红 ,“ 然 而 ， 散 
布 在 历史 这 条 时 间 轴 上 的 无 数 数学 知识 ， 都 投射 到 了 “现在 ' 这 一 点 上 。 
我 们 学 的 就 是 这 一 点 上 的 投影 。” 

投影 ? 我 站 住 了 。 米 尔 嘉 的 一 句 话 ， 让 我 看 到 了 一 道 贯穿 过 去 和 未 
来 的 光芒 。 

“真实 的 样子 ”一 一 漂浮 在 银河 中 的 点 点 繁星 一 点 也 不 “细小 ”。 我 们 
肉眼 能 看 见 的 星星 实际 上 是 非常 巨大 的 。 星 星 也 不 是 “一 群 群 ” 的 。 事 实 
上 上， 它们 距离 我 们 好 多 个 光 年 。 

不 管 看 上 去 细小 ， 还 是 一 群 群 的 ， 都 是 投影 施放 的 魔法 。 我 们 看 到 
的 是 投射 在 自己 视网膜 上 的 来 自 遥 远 过 去 的 星星 的 影子 。 如 果 换 成 另 
颗 远 离 地 球 的 星球 ， 星 球 上 的 居民 抬头 看 夜空 的 时 候 应 该 会 看 到 截然 不 
同 的 星座 吧 。 

不 过 ， 数 学 会 如 何 呢 ? 如 果 那 颗 遥 远 的 星球 上 的 居民 有 “ 数 数 ” 这 个 
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概念 的 话 , 也 应 该 有 质数 这 个 概念 吧 。 他 们 会 感到 整除 有 着 特殊 的 含义 吧 ， 
也 应 该 会 有 互 质 这 个 概念 吧 ， 也 会 想 利 用 同 余 折 埃 无 限 吧 。 

费 马 大 定理 是 对 数学 界 做 出 了 最 大 贡献 的 问题 。 由 它 产 生 了 众多 的 
数学 家 和 众多 的 数学 概念 。 

当 n 3 时 ， 以 下 的 方程 式 不 存在 自然 数 解 。 

即使 从 其 他 星球 上 来 看 ， 费 尔 大 定理 也 比 其 他 星星 更 炊 眼 ， 更 夺目 。 

就 像 六 芒 星 指 引 东 方 的 贤 者 般 ， 费 马 大 定理 成 为 了 指引 数学 志士 们 
的 路 标 。 怀 尔 斯 自己 也 是 在 遇见 费 马 大 定理 后 ,， 才 以 数学 为 志向 的 。 那 
时 怀 尔 斯 10 岁 ， 还 是 个 少年 。 

空间 上 的 距离 不 是 本 质 ， 时 间 上 的 距离 也 不 是 本 质 。 

不 管 相隔 多 远 ， 不 管 距离 多 久 。 

贯 室 和 历史 的 共同 词汇 数学 。 

“仙女 座 也 人 研究 数学 。” 我 说 道 。 

走 在 我 前 面 的 众人 都 回 过 了 头 。 

“哥哥 ， 你 说 什么 呢 ? ” 尤 里 问 道 。 

“看 上 去 仙女 座 也 在 研究 数学 。” 我 回答 道 。 

“那里 也 有 图 书 室 吗 ?” 泰 人 条 拉 微 笑 道 。 

“以 居住 的 星球 为 模 ， 是 不 是 存在 跟 我 们 同 余 的 宇宙 人 呢 ? ”米尔 嘉 
说 道 。 

我 们 遇见 了 数学 ， 我 们 通过 数学 相遇 了 。 

有 做 得 到 的 事 , 也 有 做 不 到 的 事 。 有 明白 的 事 , 也 有 不 明白 的 事 。 不 过 ， 
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样 就 好 。 享 受 数 学 ， 跟 超越 时 空 的 伙伴 

















“ 啊 ! ” 泰 末 拉 指 着 上 方 。 
“ 喔 ? ”米尔 嘉 微微 笑 着 仰望 夜空 。 


“好 巧 1 ” 盈 到 歇 起 口哨 。 
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导 ! ” 尤 里 I 道 。 
抬头 看 癌 空 中 。 
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起 ， 数 星星 ， 描 
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天 空 也 在 享受 数学 。 
夜空 中 缓 缓 球 下 数 不 清 的 正六 角形 结晶 。 





























“要 想 生动 地 把 握 数 学 "， 


就 要 用 自己 的 方法 ， 把 学 过 的 知识 再 组 织 查看 一 遍 ， 
在 此 基础 上 ， 去 思考 新 的 事物 。 


至 少 要 尽力 去 思考 。 


“研究 ”这 东西 是 最 管用 的 。 


一 一 谷山 丰 [2] 











闪光 的 银河 。 
温暖 的 手心 
轻微 颤 拌 的 声音 。 
在 阳光 照射 下 变 成 金色 的 ， 栗色 发 丝 …… 










































































“老师 ! 这 样 不 行 啊 , 怎么 能 在 办 公 室 打 师 呢 。” 耳 昱 传 来 少女 的 声音 。 
“我 才 没 睡 着 呢 。” 



















































































“人 十 只 = 工 的 圆周 上 存在 无 数 个 有 理 点 。 少女 像 吟 诗 一 般 地 复述 。 
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罚 真 是 很 深奥 啊 。” 少女 呵呵 地 笑 着 。 
“是 啊 ， 一 牵扯 到 无 限 ， 就 很 难 捕捉 “真实 的 样子 了 。 你 看 ，20 世 

纪 末 有 传言 说 费 马 大 定理 被 证 明了 是 吧 ， 那 也 是 因为 涉及 无 限 ……” 

“您 说 传言 …… 其 实 费 马 大 定理 已 经 被 证 明了 啊 。” 少女 很 译 异 。 

“ 量 ? 不 是 说 找到 了 反例 吗 ? 没 听 说 吗 ? ”我 把 卡片 递 给 少女 。 

刚才 您 说 …… 反 例 ?” 























































































































































































































费 马 大 定理 的 反例 ( ? ) 
9514137 十 8535627 = 10050257 


705640613575942055661379802908637985206717 
十 330099986418375923201140352082288543214208 
= 1035740599994317978862520154990926528420925 


“ 真 的 假 的 啊 …… 951413，853562，1005025 的 个 位 验算 一 下 。” 









































9514137 三 37 三 2187 三 7 (mod 10) 
8535627 三 27 三 128 三 8 (mod 10) 
1005025"=57=78125=5 (mod 10) 


























“ 咽 虽 ， 因 为 7+8=5(mod 10 ),， 确实 能 得 到 














9514137 十 8535627 三 10050257” (mod 10) 
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Ce 


不 久 后 ， 少 女 笑 出 了 声 。 
“老师 ! 951413 倒 过 来 写 是 圆周 率 3.14159 1 您 这 玩笑 好 过 分 啊 ! ” 
“你 发 现 了 啊 ……” 

















Le 


9514137 + 853562” = 1035740599994317978862520154990926528420925 
10050257 = 1035709726461858968099232282235113525390625 








“这 是 您 特意 找 的 例子 吗 ?” 
算 


























“话说 老师 ， 您 在 墙壁 上 贴 的 这 个 是 …… 星 座 ?” 


\ 是 。 这 是 用 23 归 约 椭圆 曲线 六 = x 一 z 时 的 点 。” 
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® (6,7) 


. . (22, 0) 








Fo2s 中 内 = 2z3-z 上 的 点 
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… 有 什么 规律 性 ?” 











不 知 有 什么 好 笑 的 ， 少 女 又 呵呵 地 笑 了 。 









































“你 自己 动手 画 一 画 怎 么 样 ? 说 不 定 能 找到 图 案 哟 。” 















































巴 …… 那 老师 ， 明 天 见 ! ” 

















“ 咽 。 回 去 路 上 小 心 车 子 啊 。 











“是 是 。 啊 


“谢谢 提醒 





Ei 








， 听 说 今天 晚上 要 下 雪 !” 


97? 
o 



































再 见 。 少女 快速 地 挥动 痢 手 指 跟 我 道别 。 


























星星 ， 想 着 无 限 …… 然 后 ， 想 着 她 们 。 









































事实 上 ， 我 想 断言 ， 这 本 书 中 明显 涵盖 了 繁多 某 新 的 事物 。 
但 不 仅 如 此 ， 还 显现 出 了 一 泓 清泉 。 
我 想 ， 今 后 会 从 中 汲取 出 更 多 令 人 瞩目 的 发 现 吧 。 


欧 拉 [24] 











唉 ， 早 知 如 此 ， 

我 应 该 多 学 点 东西 ， 来 让 我 的 版 画 更 美 。 
为 了 完成 一 幅 美 丽 的 画作 ， 

是 需要 多 大 的 努力 和 尺 耐 啊 。 


一 一 埃 会 尔 





我 是 作者 结 城 浩 。 

不 才 拙 笔 ， 为 各 位 献上 《数学 女孩 2: 费 马 大 定理 》 一 书 。 
本 书 为 纪念 欧 拉 诞 展 300 年 出 版 ,是 2007 年 出 版 的 前 作 《数学 女孩 》 
的 续篇 。 登 场 人 物 有 前 作 的 “我 ” 米尔 嘉 ， 此 外 还 有 泰 傈 拉 和 表妹 尤 里 
本 书 中 围绕 他 们 四 人 ， 展 开 了 一 场 数 学 和 青春 的 故事 。 

前 作 尽 管 含有 繁多 的 数学 公式 ， 还 是 承蒙 很 多 读者 的 喜爱 。 事 实 上 
反响 之 大 几乎 令 我 自己 和 出 版 社 都 为 之 一 惊 。 承 蒙 各 位 的 支持 ， 才 能 像 
今天 这 样 出 版 续 作 。 再 次 向 各 位 深 表 谢意 ， 非 常 感谢 。 

在 创作 本 书 的 过 程 中 ， 我 也 一 直 在 感受 着 登场 人 物 的 喜 经 哀乐 。 数 
学 真是 了 不 起 。 如 果 各 位 读者 也 能 有 此 同感 ， 那 我 真是 无 比 幸福 。 

本 书 和 前 作 一 样 使 用 了 ITEX2e 和 Euler 字体 (AMS Euler) 排 版 2。 
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@ 此 处 为 日 文 原版 排版 的 情况 。 一 一 译 者 注 
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能 成 功 排版 ， 多 亏 了 奥 村 晴 彦 老师 的 《 区 IFX 2e 精美 文献 制作 入 门 》 一 书 ， 
非常 感谢 。 版 式 全 部 由 大 能 一 弘 先生 (tDB 先生 ) 设 计 ， 使 用 了 用 于 制作 
初级 数学 印刷 品 的 宏 emath ， 非 常 感谢 。 

感谢 以 下 垂 阅 原 稿 并 给 予 宝贵 意见 的 人 士 。 
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Ayko、 五 十 岗 龙 也 、 石 宇 哲 也 、 上 原 隆平 、 金 和 撩 八 十 男 (Gascon 
研究 所 )、 川 岛 徐 哉 、 徐 原 俊 一 、 相 蕊 理 美 、 竹 内 昌平 、 田 崎 上 晴 
花田 启明 、 前 原 正 英 、 松 冈 浩 平 、 三 宅 喜 义 、 村 田 贤 太 (mrkn)、 
野 勉 、 山 口 建 史 、 吉 田 有 子 





感谢 各 位 读者 ， 各 位 经 常 访问 我 的 网 站 的 朋友 ， 经常 为 我 祈祷 的 各 
位 基督 教 的 朋友 。 
感谢 一 直 努 力 支持 我 完成 本 书 的 野 泽 喜 美 男 总 编 。 还 要 感谢 无 数 喜 
爱 前 作 《 数 学 女孩 》 的 读者 ， 从 各 位 那里 收 到 的 感言 令 我 喜悦 到 几乎 沙 泪 。 
感谢 我 最 爱 的 妻子 和 两 个 儿子 。 特 别 要 感谢 读 了 我 的 原稿 ， 给 我 意 
见 的 大 儿子 。 

为 给 我 们 留 下 绝妙 问题 的 费 马 ， 以 及 为 我 们 完成 绝妙 解法 的 怀 尔 斯 ， 
还 有 所 有 的 数学 家 们 献上 此 书 。 

非常 感谢 各 位 的 垂 阅 。 希 望 有 机 会 能 够 与 大 家 再 会 。 





























































































































































































































































































































结 城 浩 
2008 年 ， 为 一 本 书 中 涵盖 了 整个 宇宙 的 碎片 而 感到 不 可 思议 
http://www.hyuki.com/girl/ 
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我 把 书库 的 钥匙 给 你 ， 

不 够 的 话 就 去 图 书馆 吧 。 

你 想 知 道 的 答案 一 半 都 在 书 里 。 

只 有 一 半 ? 那 剩 下 的 一 半 呢 ? 
还 无 人 知晓 。 

一 一 坂田 请 子 《 巴 基 尔 的 优雅 生活 》 


[1] 结 城 浩 ,『 数 学 力 一 VJ0, 77FASy 罗 XU 工 f 隐 7，ISBN978-4-7973- 
4127-9，2007 年 
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这 本 读物 戏剧 性 地 阐述 了 从 费 马 大 定理 诞生 到 怀 尔 斯 证 明 费 
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OD 中 文 版 名 为 《数学 女孩 »)， 朱 一 飞 译 ， 人 民 邮 电 出 版 社 ，2015 年。 一 一 译 者 注 
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